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Maths Expertes Controéle n°(4]
Enoncé du sujet

Exercice 1. (10 points)

» 1. Résoudre dans C I'équation z%2 — 2z + 2 = 0.
» 2. On consideére les nombres complexes z; = 1 — i et z, = —8 — 8+/3i.

Z1
On pose Z = —
Z2

a) Ecrire Z sous forme algébrique.
b) Ecrire z; et z, sous forme trigonométrique.
c) Déterminer la forme trigonométrique de Z.

d) En déduire la valeur exacte de cos (i—;) et de sin (i—’;)

Exercice 2. (10 points)

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une
démonstration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun
point. Toutefois, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal (0; u; V).

» 1. Soient A et B les points d’affixe zy =2 —5ietzg =7 — 3i
Proposition 1: Le triangle OAB est rectangle et isocele.

»2.Soitz=3—iV3
Proposition 2 : Pour tout entier naturel n non nul, z3" est un imaginaire pur.

» 3. Soit z un nombre complexe non nul,

Proposition 3 : Sile module de z est égal a 1 alors z + i est un nombre réel.

>4,
Proposition 4 : L'équation z°> + z — i + 1 = 0 admet une solution réelle.

>



CORRECTION du contréle n° (4]
Correction du Sujet

Exercice 1. (10 points)

» 1. Résoudre dans C I'équation z% — 2z + 2 = 0.
» 2. On considére les nombres complexes z; = 1 — i et z, = —8 — 8V/3i.

Zq
OnposeZ = —
Z3
a) Ecrire Z sous forme algébrique.
b) Ecrire z; et z, sous forme trigonométrique.

c) Déterminer la forme trigonométrique de Z.

d) En déduire la valeur exacte de cos (i—:) et de sin (i—;r)

>

z2—-2z+2=0
A=(-2)2—4%X1X2=4-8=-4<0
Il y a donc deux solutions complexes conjuguées :
1.
2—ia 2-2i 2 2i _
Z1 = = = ———=1-1
2 2 2 2
22:1+i
z; 1=
2z, —8-8V3i
. (1 —)(—8 + 8v3i)
(—8 — 8v3i)(—8 + 8V3i)
: —8 + 8v/3i + 8i — 8V3i?
- 2a =
g 64 — 64 X 3 X i?
g _ —8+8V3i+8i+8V3
&% B 64 + 192
,_8/3-8+i(8V3+8)
B 256
O Moduledez; =1—i:
|z | =11-il =12 + (-D)? = V2
® Argumentdez; =1 —i:
2b 1 i
n=1-i=v2(=-—-)
' V2 V2
1 [ T T |
Zl_ﬁ(ﬁ—?)_\/E(COS(—Z)-i‘Sln(—Z)l)




2b

© Module de z, = —8 — 8+/3i

|z,| = |-8 — 8V3i| = \/(—8)2 +(~8v3)" = V64 + 64 x 3 = V256 = 16

O Argument de z, = —8 — 8V3i

_ 8 8V3.
z, = —8—8V3i = 16<—R—?1>
1 /3. 21 ) 21\ |
Zy = 16(—5—71> = 16(cos(—?> +sm(—?> l)
O Module de Z = z—l:
2
71 = A =zl Y2
Szl 1z 16
® Argument de Z = j—l :
2
arg(Z) = arg(z,) — arg(z,) [2n]
T 2T
arg(2) = -2 - (-5) [2n)
4 3
2c
@) = -2+ 2% [2n]
arg(Z) = — 3 T
—3m + 8m
arg(Z) = —1z [27]
5
Z)=—12
arg(2) = = [2n]
2= (cos(33) +sin (53)1)
=T cos 12 sin 12 i
Z_8\/§—8+i(8\/§+8)_\/§< (5n>+ . (57‘[) )
- 256 ~ 16\ \12) T\ 1)
Par identification entre parties réelle et imaginaires, on obtient :
V2 57 8/3 -8 (57T> 8vV3 -8 o 16 <5n) 8V3 -8
— — | = CoOS|\—= | = — cos|— ) =
16 °%° (12) 256 12 256 "2 12) " 16v2
V2 (5n)_8\/§+8 . <5n)_8\/§+8 16 . <5n>_8\/§+8
16°"\12) T " 256 M12) T "6 T2 M12) T 16V
2d rcos (5_) _(8v3-8)x+2 57\ 8vV6 — 8V2
o l\2 16v2 X2 COS(E)_ 16 x 2
(5n>_(8x/§+8)xﬁ , (5n>_8\/€+8\/§
CM\12) T T ez x 2 SM12) T T16x2
( (51r> _ V6 —2
o ) cos 12)= 2
. (Sn) _ V6 ++2
ksm 12)= 1

>



Exercice 2. (10 points)

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration

de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de

recherche, méme incomplete, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans
I’évaluation

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal (0; u; v).

» 1. Soient A et B les points d’affixe zy =2 — 5ietzz =7 — 3i

Proposition 1: Le triangle OAB est rectangle et isocele.
»2.Soitz=3—iV3

Proposition 2 : Pour tout entier naturel n non nul, z3" est un imaginaire pur.
» 3. Soit z un nombre complexe non nul,

Proposition 3 : Sile module de z est égal a 1 alors z + i est un nombre réel.
>4,

Proposition 4 : L'équation z°> + z — i + 1 = 0 admet une solution réelle.

>

Soient A et B les points d’affixe z;, = 2 — 5ietzg =7 — 3i
Proposition 1: Le triangle OAB est rectangle et isocele.

A

Zig =20 — 24 =0—(2—-5i) = -2 +5i

Zgg =2p—Z4=7—-31—(2—-51)=7-3i—2+5i=5+2i
A8 () ex0 ()

AB.A0 =5x(=2)+2x5=—10+ 10 = 0 donc AB L 40

De plus, AB = V52 + 22 =+/25 + 4 = /29

A0 = /52 + (=2)2 =V25+ 4 =29 = AB

La proposition n°1 est donc vraie.

Exercice 2.

Soitz = 3 —iV3

Proposition 2 : Pour tout entier naturel n non nul, z3" est un imaginaire pur.

2. | ®Modulede z = 3 — iV3:

1zl = |3 — V3| = 32+ V3 =V9+3 =V1Z =2V3




® Argumentde z = 3 — i/3:

z=3—i\/§=2\/§<%—i%>
z= 2@(?—%1’) = 2\/§(cos(—g)+sin(—g)i)

© Argument de z3",vn € N* :

arg(z3™) = 3n x arg(z) [2n]

arg(z3™) = 3n x (— %) [2m]
arg(z*") = — =~ [2n]

2

La proposition n°2 est donc fausse car, si n est divisible par 2 alors z3" sera un
nombre réel.

Contre-exemple, pourn = 2:
arg(z®) = —m [2m] et |2®| = |z]® = (2\/5)6
z6 = (2\/§)6(cos(—n) + sin(—m) i)
26 = 26 (\/§2)3 (=140 x i)

26 =—26x3% = -1728

Soit z un nombre complexe non nul,

Proposition 3 : Sile module de z est égal a 1 alors z + i est un nombre réel.

Soitz=x+iy€Coux € Rety € Rtelque |z]| = x2+y? =1

1
z+-—=x+iy+ ,
z X+ iy

1X (x—iy)

(x + iy)(x — iy)
1 ) X — 1Ly

Z+E:X-|-ly-|'x2_—l,zy2

x—1iy

x% +y?

1
z+;=x+iy+

1
z+;=x+iy+

1

1
z+;=x+iy+ y=x+iy+x—iy=2xe]R

La proposition n°3 est donc vraie.

Proposition 4 : L'équation z°> + z — i + 1 = 0 admet une solution réelle.

Soitz=x € R alorsz°> = x> € Retdoncz®>+z+1€R
orz’+z+1=i
La proposition n°4 est donc fausse.

>



