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Maths Expertes Controle n°(5)
Enoncé du sujet
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Albert EINSTEIN

Exercice 1. (5 points)

Soit la matrice

x 0 0
M = (0 X 0 ) oux € R
1 1 2—x
» 1. Pour tout réel x, calculer M?2.
» 2a) Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de x, ona M? = 2M + 51;.
b) Pour les valeurs de x précédentes, en déduire que la matrice M est inversible et

préciser sa matrice inverse.

Exercice 2. (5 points)

1 1
2

1

» 1. On considere la matrice A =

W=

a) La matrice A est-elle inversible ? Justifier votre réponse.

b) Donner l'inverse de la matrice A.

» 2. A la manieére de Diophante !

On souhaite trouver 2 nombres entiers dont le premier avec la moitié du second ou
bien le second avec le tiers du premier forment toujours la somme de 5.

a) Traduire les données de I'énoncé par un systeme d’équations.

b) Ecrire le systeme sous la forme A X X = B ou les matrices B et X sont a préciser.
c) En déduire les deux nombres cherchés.

Exercice 3. (10 points)

On considere la suite (u,,) définie par:
Uy = 1, u; = 6 et, pour tout entier naturel n :

Un+2 = 6Upy1 — Buy

0 1) et, pour tout entier naturel n, la matrice

» 1. On considere la matrice A = (—8 6

Un

colonne U,, = ( ) Démontrer que, pour tout entier natureln, U,,,; = A U,,.

Un+1

» 2. On considére les matrices B = (i __Ois) etC = (:411 Oés).

a) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, A™ = 2"B + 4"C.
b) On admet que, pour tout entier naturel n, U,, = A™U,.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, u,, = 2 x 4™ — 2™,
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CORRECTION du contrdle n° (5]
Correction du Sujet

Exercice 1. (5 points)

Soit la matrice

x 0 0

M = (0 X 0 ) oux ER
1 1 2—x

» 1. Pour tout réel x, calculer M?2.

» 2a) Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de x, ona M? = 2M + 51,.

b) Pour les valeurs de x précédentes, en déduire que la matrice M est inversible et
préciser sa matrice inverse.

>

x 0 0 1 0 2x+5 0 0
2M+513=2(0 X 0 >+5(0 1 >=< 0 2x+5 0 )
1 1 2—x 0 0 0 0 22—-x)+5

0
0
1
2x+5 0 0
=< 0 2x+5 0 >
— 2x

0 0 9
M? = 2M + 51,
x> 0 0 2x +5 0 0
S0 x? 0 = 0 2x +5 0
2 2 (Z—X)Z 0 0 9 — 2x
- 2a x> =2x+5
Y = x2=2x+5
S (2-x)2=9-2x
o
>
=

{ x2=2x+5
4 —4x + x> =9 —2x

S x?—2x—-5=0
A=4—4x1x(=5)=24>0

2—24 2-2V6
Xy = = =1-6
2 2
x2=1+\/€

Pourx € {1 —v6;1+ 6}, M?> — 2M = 51,

1

M1

1
On en déduit que M est inversible et M~1 = 3 (M — 2153)
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Exercice 2. (5 points)

» 1. On considere la matrice A =

1 1
2

1

OV I

a) La matrice A est-elle inversible ? Justifier votre réponse.

b) Donner l'inverse de la matrice A.

» 2. A la maniere de Diophante !

On souhaite trouver 2 nombres entiers dont le premier avec la moitié du second ou
bien le second avec le tiers du premier forment toujours la somme de 5.

a) Traduire les données de 'énoncé par un systeme d’équations.

b) Ecrire le systeme sous la forme A X X = B ou les matrices B et X sont a préciser.
c) En déduire les deux nombres cherchés.

R

det(d) =1x1 1><1—1 1—5;&0
1a. R = 372° "6 6
J’en déduis que la matrice A est inversible.
1 -1 1 -1 6 -3
1b P 2 |_¢ 2 |_[ 5 5
' 5|1 1 5\ -1 -2 6
6\3 3 5 5
Appelons x et y les deux nombres entiers recherchés.
Le premier avec la moitié du second donne 65 donc x + %y =5
i Le second avec le tiers du premier donne 65 donc y + éx =5
3 2a.
13) 1
o xX+=-y=5
% 2
B ! +y=5
37TV T
1 1
_(* _ (5 _ 2 _
2b. | EnposantX = (y) etB = (5) etavec A4 = 1 onaalorsAX X =B
3
AX =B
6 -3
2¢ atxax=x=a8=(5 512)=()
. -2 6 |\5 4
5 5
Les deux nombres cherchés sont, dans I'ordre, 3 et 4.
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Exercice 3. (10 points)

On consideére la suite (u,,) définie par :
uy = 1, u; = 6 et, pour tout entier naturel n :

Un+2 = 6Upt1 — Buy

» 1. On considére la matrice 4 = (—08 é) et, pour tout entier naturel n, la matrice

Un

colonne U, = ( ) Démontrer que, pour tout entier naturel n, U,,,; = A U,,.

Un+1

» 2. On considére les matrices B = (i __Ois) etC = (:41} 025).

a) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, A" = 2"B + 4"C.

b) On admet que, pour tout entier naturel n, U,, = A"U,.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, u,, = 2 x 4™ — 2™,

R

vn € N,
1. 0 1 Up Up41 Up+1
AlUn = (—8 6) (un+1) - (_Bun + 6un+1) - (un+2) = Unia
vn € N, notons P(n) la proposition A™ = 2"B + 4™C
Initialisation : pourn = 0
AO = 12
0 0 _ _(2 =05 -1 05\ _/1 0\_, _ ,o0
20xB+4xc=B+Cc=(, ")+, )= 1)=r=4
) donc P(0) est donc vraie.
g Hérédité : Je suppose que P(n) est vraie pour un entier naturel n
|2 AM = A" x A
& | 24 A" = (2"B +4"C) x A

AL =2"B X A+4"C X A

art = n (2 —0,5)(0 1)+4n(—1 0,5)(0 1)

4 —-1/\-8 6 -4 2/\-8 6
An+1=2n(g :;)_'_471(__146 é)

A =2"x2XB+4"x4%xC
An+1 — 2n+1B+4n+IC

donc P(n + 1) est donc vraie.

J’en déduis que P(n) est vraie pour tout entier naturel n




2b.

vn € N, A" = 2"B + 4"C

w=2(e D)0y %)

U, = A"Uy = (2"B + 4"C)U,
U, = 2"BU, + 4"CU,

=22 O+ (2 )0

Up = 2% (:%) +4" (é)
Up = (—2_>2<nz;:q2L g in4") = (2 >2< I"ﬂl _ 32“) = (u:i)

J’en déduis que, Vn € N, u,, = 2 x 4™ — 2"
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