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Arthur Cayley (1821 - 1895)

les bases ¢

la notion d

Mathématicien britannique, il fait partie des
fondateurs de lI'école britannique moderne de
mathematiques pures. Il est considéré comme
I'inventeur des matrices. Des 1854, il a posé

e la theorie des groupes et il etablit
"espace vectoriel. Son nom est

attaché a ¢

I'algebre d

e nombreuses notions, dont
es octonions.
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I. Notion de matrice

Soit n et p deux nombres entiers naturels non nuls.

On appelle matrice un tableau de nombres réels répartis en n
lignes et p colonnes.

Soit une matrice a n lignes et p colonnes:

/all (112 alj alp\
Cl21 azz nan azj nan a2p
= : : : : : : _ (a--)1<-<
a; a; . Ajg e A 1jJLst=sn
11 12 ] . Lp 1<j<p
\anl Apo - Clnj Clnp/

http: //gaellebuffet.free.fr/ Page 2 sur 16



http://gaellebuffet.free.fr/

Ly CCCB | Chap 4. Comment résoudre les systémes linéaires ?
&

e Maths Expertes
Exemple 1.
2 7 0
SoitM =|-1 4 -3
0 0 5
d11 =
Az3 =
A3z =
33 =

M est une matrice carrée.
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Vocabulaire
5 0 0
<O 2 0 )estune matrice ...
0 0 -3
(5 —2 3) estune matrice ...
1
<—7> est une matrice ...
3
1 0 O
(O 1 O) est une matrice ...
0 0 1
2 -3
A = ( 2 1 0) et ‘A= (1 4) A est 1a matrice ...
-3 4 1 0 1
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II. Opérations sur les matrices

Définition :
Soit A et B deux matrices a n lignes et p colonnes et A un
nombre réel.

O A1 X A estla matrice ou chaque élément de A est multiplié par A.
® A + B estla matrice ou l'on ajoute les éléments de A avec ceux
de B qui sont sur la méme ligne et la méme colonne.

Exemple 2. Calculer A + 2B avec

1= %) 1-G )
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Propriétés.

Soit A, B et C trois matrices a n lignes et p colonnes,
A et A’ deux nombres réels

commutativité : A+ B=B+ A

associativité : (A+B)+C =4+ (B + ()

AMA+B)=1A+ AB
A+A)A=24+ 1A

A(A'A) = (A1)A

distributive :
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Définition :
Soit A an lignes et p colonnes et B a p lignes et g colonnes.
Le produit des matrices A et B est la matrice

A X B = (c;;,)1<i<n anlignes et g colonnes telle que :
1<k=<q

Cik = Qjp X by + ajp X bog+...+a;, X by

Gy o an Ci v Gk v Cig
/s : \ byy -+ |byl -+ by / : : \
ai; o Ayl || : = v [Ck| o Cig

s : / bpr = |bpl v bpg \ : : /
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Exemple 3.

=23 o=(10)

9 4

Calculer, lorsque c’est possible, A X B, B X A et A%,
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Propriétés.
Soit A, B et C trois matrices qui rendent possibles les opérations
sulvantes,

associativité : (AXB)XC=AX (B XxC(C)

(A+B)XC=AXC+BXC
AX(B+C)=AXB+AXxXC

distributive :

Exemple 4.

1= %) 5=( 9 =G ) r=(, )

Calculer A X B et B X A. Qu’observe-t-on ?
Calculer C X D et D X C.Qu’'observe-t-on ?
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ATTENTION
La multiplication de matrices n’est pas commutative

engénéral: AXB+#BXA

Propriété :

Pour toute matrice carrée A d'ordre n € N7,
AXL =1, XA=A

ou [, est la matrice unité (ou identité) d’ordre n.

Exemple 5.
SoitA = ( 2 3

1 4), calculer 4 X I, et I, X A.
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II1. Matrice inverse d’une matrice carrée

Définition : Soit A une matrice carrée d’ordre n € N*
On dit que A est inversible lorsqu’il existe une matrice carrée A’
d’ordre ntelleque A’ X A = A x A" = [,. On dit alors que A’ est
la matrice inverse de A et on la note A™1

Propriété :
Lorsqu’elle existe, la matrice A~ est unique.

Exemple 6. Déterminer, si elle existe, I'inverse des matrices :

A:(z é) eth(g ;)
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Exemple 7.
-3 1 1
On considere lamatrice A= 1 -3 1
1 1 =3

Calculer A% + 5A.

En déduire que la matrice A est inversible. Précisez son inverse.
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Propriété :
Soit A = (? d) une matrice carrée d’ordre 2, non nulle,

A est inversible si, et seulement si, le déterminant ad — cb est
non nul.

Démonstration :
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Exemple 8.

Soit S le systeme d’eéquations de deux équations a deux
. { 4x +y =6

inconnues j. . _ 3y = —1

Traduire ce systeme par |'écriture matricielle A X X = B.
Résoudre le systeme.

Propriété :

Si A est une matrice carrée inversible

alors le systeme d’équations A X X = B admet une unique
solution: X = A~! x B.
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IV. Puissance p® d’'une matrice carrée

Définition:
Soit A une matrice carrée d'ordre n € N7,
A =A% A
Pour toutp € N, AP =AXAX..XA
pfois
Exemple 9.
.. (—1 -1
Soit 4 = ( 1 0 )

Calculer A%, A3 puis A*.
En déduire AP oup € N”.
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Propriété :
Soit D une matrice diagonale d’'ordren € N™ :
D = (dij)1SiSn ou dl] =0 lorsquei :/:_]

1<j<n
Pour tout p € N*, DP est une matrice diagonale ou

DP = (d )1<l<n ou d;; = 0lorsque i # j

1<js<n
Exemple 10.

3 0 0
SoitA=|0 —2 0, calculer A% puis 4°.
0O 0 1
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