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Devoir a rédiger n°2
Terminale Maths Expertes

Sujet

Exercice 1’1 : Une Ju&'wde complexe ...

Partie A.
Soit k € C, pour tout entier naturel n, on définit la suite de nombres complexes (z,,) par
zo=0et,VneEN,z,,; =kz, +1i
» 1. Déterminer les quatre premiers termes de la suite (z,,).
1-k™ .
s
»3.0n pose, Vn € N, u,, = Im(z,,, — z,) (partie imaginaire).
a) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison k.
b) En déduire une expression de u,, en fonction de n, pour tout entier naturel n.
» 4. Dans cette partie, on suppose que k = i,
sin=0[4]alorsz, =0
sin=1[4]alorsz, =i
sin=2[4]alorsz, = -1+
sin =3 [4]alors z, = —1

» 2. Démontrer, par récurrence, que Vn € N, z,, =

Démontrer que

Partie B.
Afin de décorer sa rue pour les fétes de fin d’'année, Hugo Duminil-Copin dispose d’un fil

de 4 metres. Il fabrique une guirlande comme représenté ci-dessus, en fixant des boules
de Noél cote a cote. La premiere boule a pour diametre 1 metre. Ensuite, chaque boule a
un diametre réduit de 25% du diametre précédent.

» 1. Qui est Hugo Duminil-Copin ?

» 2a) Pour toutn € N, on note d,, le diameétre de la n® boule. Déterminer la longueur
de la guirlande composée de n boules.

b) En déduire la longueur de la guirlande si on continue le processus a l'infini.

» 3. Pour tout n € N*, on note V,, le volume de la n¢ boule.

a) Pour tout n € N*, écrire 1}, en fonction de n.

b) Démontrer que la suite (1},) est géométrique. On précisera ses parametres.
k=n

c) Soitn € N*, déterminer §,, = Z Vi . En déduire lim §,
k=1

n—-+oo



Exercice n°2 : Tout mes meilewrs vaeux pour U année 2023 /

Démontrez les affirmations suivantes ...

Le nombre
20232023

n’est pas
divisible par 3

a7 pour
chiffre des est congru a 2023%9%23 — 2 est
unités 7 modulo 9 divisible par 5

20232023 = 1 [6] a pour reste 3 est divisible
dans la division par 7

8 divise

euclidienne par 4 20232023 1 1

B3



CORRECTION du devoir a rédiger n°2
Correction du Sujet

Exercice 1.

Exercice n’t : Une Ju'r[am(e complexe ..

Partie A.
Soit k € C, pour tout entier naturel n, on définit la suite de nombres complexes (z,,) par
zo=0et,VneN,z,,, =kz, +1i
» 1. Déterminer les quatre premiers termes de la suite (z,,).
1-k™ .
s
» 3. Dans cette partie, on suppose que k € R, on pose, Vn € N, u,, = Im (2,41 — z,,)
a) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison k.
b) En déduire une expression de u,, en fonction de n, pour tout entier naturel n.
» 4. Dans cette partie, on suppose que k = i,
sin=0[4]alorsz, =0
sin=1[4]alorsz, =i
sin=2[4]alorsz, = -1+
sin =3 [4]alors z, = —1

» 2. Démontrer, par récurrence, que Vn € N, z,, =

Démontrer que

Partie B.
Afin de décorer sa rue pour les fétes de fin d’'année, Hugo Duminil-Copin dispose d’un fil

de 4 metres. Il fabrique une guirlande comme représenté ci-dessus, en fixant des boules
de Noél cote a cote. La premiere boule a pour diametre 1 metre. Ensuite, chaque boule a
un diametre réduit de 25% du diametre précédent.

» 1. Qui est Hugo Duminil-Copin ?

»2a) Pour tout n € N*, on note d,, le diameétre de la n® boule. Déterminer la longueur
de la guirlande composée de n boules.

b) En déduire la longueur de la guirlande si on continue le processus a l'infini.

» 3. Pour tout n € N*, on note I}, le volume de la n® boule.

a) Pour tout n € N*, écrire 1}, en fonction de n.

b) Démontrer que la suite (1},) est géométrique. On précisera ses parametres.
k=n

c) Soitn € N¥, déterminer S,, = Z Vi . En déduire lim S,
k=1

n—+oo



Partie A.

SoitkeC,zy=0et,VneEN,z,, =kz, +1i

Zo =0

Pourn=0, zy =kzy+i=kx0+i=i

Pourn=1, z, =kz; +i=kxi+i=(k+1)i

Pourn=2, zz=kz, +i=k(k+1i+i=(k?>+k+1)i
Pourn=3, z,=kzz+i=k(k*+k+1Di+i=0k3+k*+k+1)i

n
[ est vraie pour toutn €

Démontrons par récurrence que P(n) : z,, = —

N.

Initialisation pourn = 0:

1-k° 1-1
T % l=1_kl=0=ZO

donc P(0) est vraie.

1—Kk"

Hérédité : On suppose que P(n): z,, = -

[ estvraie pourn € N fixé

Zps1 = kz, + 1

_Ln
or, par hypothese de récurrence, z,, = 11_’; [
_Ln
donc, z,,1; =k X T % [+
Je factorise par i
1—kKk" ,
zn+1=(k>< T % +1)l

Je réduis au méme dénominateur

k(1-—-k" 1—k
Zn+1:(( )+ >i

1—-k 1—-k
k— k" 41—k
ZTL+1: 1_k l

1 — kn+1
Fne1 = (ﬁ)

donc P(n + 1) est vraie

Par conséquent : P(n) est vraie pour toutn € N
1—k™

donc,Vn €N, z, = T % i




Soitn € N,

Uns1 = IM(Zpyz — Zny1)
Zns1 =kz, ti et z,,, =kz, 1 +1

Upiq = 7m(kzn+1 +i— (kz, + i))

3a Uppr = Im(kzyq + i —kz, — i)
Unp1 = IMm(kzpyq — kzy)
Up+1 = ~7m(k(zn+1 - Zn))
Unyr =k XUy,
La suite (u,,) est donc une suite géométrique de raison k.
gy | Y0 = k° =1
On en déduit que, pour tout entier naturel n, u,, = k"
. 1-i"
k=i, vneN, z, = 13 i
Casn°1:
sin=0[4]alorsi™ =1
1-1
etdonc z, = 1= i=0
Cas n°2:
sin=1[4]alorsi™ =i
1—-i
etdonc z,, = T i=l
4. | casn°3:
sin =2 [4]alorsi™ = -1
1=, 2 2i(1+9)
etdone s = ST T A0+ D
Z, = 211(1_;1) = 21(1; 2 =i(l+i)=i+i2=-1+i
Casn°4:
sin =3 [4] alorsi™ = —i
1—(=i) 1+i 1+i0)?
etdonc z,, = 1T l=1_i l=(1—i)(1+i) [
1+2i+i*?  1+2i—-1  2i
Zp =————XI = Xi=—Xi=-1

1—i2 141 2




Partie B.

Hugo Duminil-Copin est un mathématicien
francais spécialisé dans les probabilités.

Professeur permanent a I'Institut des Hautes
Etudes Scientifiques (IHES, université Paris
Saclay) depuis 2016, il a recu la médaille Fields
en 2022.

Apres son baccalauréat et ses classes
préparatoires, il intégre 1'Ecole normale
supérieure de la rue d'Ulm puis fait une these
suivie d'un postdoctorat a I'université de Geneve.

2a

d, =1
Chaque boule a un diametre réduit de 25% du diametre précédent.
vneN*" d,,; =0,75d,
La suite (d,,) est donc une suite géométrique de raison 0,75. On en déduit
que,Vn € N* d, =d,; x q" 1 =0,75""1

La longueur de la guirlande composée de n boules sera alors :

L,=d,+d,+-+d,=1+0,75+ 0,752 + ---+ 0,75""2 + 0,75""1
_1-075" 1-0,75"
~1-075 025

= 4(1—0,75")

2b

lim 0,75 =0car0<0,75< 1

n—-+oo

donc lim L, = lirp 4(1-0,75") =4
n—-+oo

n—+oo
Si on continue le processus a l'infini, la guirlande tendra vers 4 metres.

3a

Pour toutn € N7,
3

4 d,
Vn=§”x(7)
4 0,75 1\°
V"=§”X< 2 )

4 (0,75"71)3
V= g X
3 8

VIA T
V=2 X 0,753 = = x (0,75%)"!




Pour tout n € N7,

T
Vnpr = 2% 0,7530073

s
Vn+1 — g X 0,753n+3—3

T
3b Visr =2 X 0,75%"7% x 0,757
Viop =V, X 0,753
La suite (V) est donc géométrique de raison 0,753 et V; = %

Donc Vn € N*, V, = % x (0,753)"1

Soitn € N*,
k=n
T T T /s
S, = Y V,==4+—=x%0,753 4+ =% (0,753)2 + --- + = x (0,753)""1
L7676 6 6
r 1-(0,753)"
S, =—x
6 1-0,753

3c

lir_lp (0,753)" =0car0< 0,753 < 1
n—->+oo

T

donc lim S, =

_ — =~ 3
lim 6 X1-0753 0,9057 m

B3
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Exercice 2. nest pas
, est impair divisibl 3 . .
Démontrez les ivisible par affirmations

suivantes ...

a 7 pour
chiffre des est congru a 20232023 _ 2 est

unités 7 modulo 9 divisible par 5

20232033 - 1 [g] a pour reste 3 est divisible

dans la division
euclidienne par 4

8 divise par7

20232023 4 9




Exercice 2.

2023 = 1[2]
20232023 = 12023 2] = 1 [2]
20232923 est donc impair.

2023 = 1[3]
20232023 = 12023 [3] = 1 [3]
20232923 p’est donc pas divisible par 3.

2023 = 3 [10]
or 3*=81[10] = 1[10]
donc 2023* =1 [10]
et donc (20234)%95 = 20232020 [10] = 1 [10]
20232023 = 20232920 x 20233 [10]
20232923 = 1 x 33 [10]
20232023 = 27 [10] = 7 [10]

20232923 3 donc 7 pour chiffre des unités.

2023 =7[9]
or 73 =343[9] =1[9]
donc 20233 =73[9] = 1[9]
et donc (20233)%74 = 20232922 [9] = 1 [9]
20232923 = 20232922 x 2023 [9]
20232023 = 1 x 7 [9]
20232023 = 7 [9]




2023 = 3 [5]
or 3*=81[5] =1[5]
donc 2023* =1 [5]
et donc (2023%)%%5 = 20232920 [5] = 1 [5]
20232023 = 20232020 x 20233 [5]
20232023 = 1 x 33 [5]
20232923 = 27 [5] = 2 [5]
donc 20232923 — 2 est divisible par 5.

2023 = 1 [6]
20232023 = 12023 [6]
donc 20232923 =1 [6]

2023 = 3 [4] = -1 [4]
donc 20232923 = (—1)2923 [4]
20232023 = —1 [4] = 3 [4]

donc 20232923 3 pour reste 3 dans la division euclidienne par 4.

2023 =71[8] = —1[8]
donc 20232923 = (—1)2023 [8]
20232023 = _1 [g]
donc 20232923 + 1 =0 [8]
donc 8 divise 20232923 + 1,

2023 =0[7]
donc 20232923 = 0 [7]
donc 7 divise 20232923

g



