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Devoir a rédiger n°3
Terminale Générale - Maths Expertes
Sujet

Partie A

Pour tout entier naturel n, on définit les entiersa,, = 6 X 5" — 2 etb, = 3 X 5™ + 1.

» 1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, chacun des entiers a,, et b,, est congru a
0 modulo 4.

b. Pour tout entier naturel n, calculer 2b,, — a,,.

c. Déterminer le PGCD de a,, et b,,.

» 2. a. Montrer que byg,o = 3 X 22020 + 1 [7].

b. Montrer que b, est divisible par 7.

c. L’entier a,,,, est-il divisible par 7 ? Justifier la réponse.

Partie B

On consideére les suites (u,) et (v,,) définies par :
Upsr =3Uu, +4v,

Uy = vy = 1 et, pour tout entier naturel n,{ Vpei = Uy + 31y

Pour un entier naturel N donné, on souhaite calculer | u=1
les termes de rang N des suites (u,,) et (v,,) et on se ‘]:é
demande si l'algorithme ci-contre permet ce calcul. | .. .
: . , . =3*u+4*
» 1. On fait fonctionner 'algorithme avec N = 2. S]:;giv v
Compléter le tableau ci-contre en donnant les valeurs K—k41
successivement affectées aux variables u, v et k.
u v k
1 1 0
1

» 2. L’algorithme permet-il effectivement de calculer uy et vy pour une valeur de N
donnée ? Dans le cas contraire, écrire sur la copie une version corrigée de cet
algorithme afin que les variables u et v contiennent bien les valeurs de uy et vy ala fin
de son exécution.

Partie C

u
Pour tout entier naturel n, on définit la matrice colonne X,, = (vn).
n

» 1. Donner, sans justification, une matrice carrée A d’ordre 2 telle que, pour tout entier
naturel n, X,,., = AX,,.
» 2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,on a: X,, = A"X,.
» 3. On admet que, pour tout entier naturel n,
An=1(2x5"+2 4><5"—4)
4\ 5" -1 2x5™"4+2/

. a b \
Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, = T” etv, = T” ,ou a, et b, sontles

nombres entiers définis dans la partie A.
» 4. Justifier que, pour tout entier naturel n, u,, et v,, sont premiers entre eux.

>
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Partie A

Pour tout entier naturel n, on définit les entiersa,, = 6 X 5" — 2 etb, = 3 X 5™ + 1.

» 1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, chacun des entiers a,, et b,, est congru a
0 modulo 4.

b. Pour tout entier naturel n, calculer 2b,, — a,,.

c. Déterminer le PGCD de a,, et b,,.

» 2. a. Montrer que byg,o = 3 X 22020 + 1 [7].

b. Montrer que b, est divisible par 7.

c. L’entier a,,, est-il divisible par 7 ? Justifier la réponse.

R4

1a.

Pour tout entier naturel n,

6 X 5" = 6 [4] 3 x 5™ = 3[4]
6 X 5" —2=14][4] 3 X 5™+ 1= 4[4]
0[4] b, = 0[4]

S

An

1b.

Pour tout entier naturel n,

2b, —a, =2(3x5"+1)—-(6x5"—-2)
2b, —a, =6x5"+2—-6Xx5"4+2

2b, —a, =4

1c.

Soitn € N,
a, et b, sont divisibles par 4 donc PGCD(a,,; b,) = 4

PGCD(an; by)lan
de plus, et donc PGCD(ay; b,)|2b, — a,
PGCD(ay; b,)|b,

On en déduit que PGCD(a,; b,)|4 et donc que PGCD(a,; b,) = 4

2a.

= -2[7]
52020 = (_2)2020 [7] = 22020 [7]
3 x 52020 = 3 x 22020 [7]
3 x 52020 4 1 = 3 x 22020 4 1 [7]
byoz0 = 3 X 22020 + 1 [7]




23 =11[7]
(23)673 — 22019 =1 [7]

2b. 3 x 22020 = ¢
b,02¢ est donc divisible par 7.

Puisque PGCD(a,50; b2020) = 4, alors 7 ne peut pas étre un diviseur commun a
5020 €t byo20- DONC, ay4,0 N'est pas divisible par 7.

2c.

o

Partie B
On consideére les suites (u,) et (v,,) définies par :
Upsr =3Uu, +4v,
Unt1 = Up + 3 1y

Uy = vy = 1 et, pour tout entier naturel n,{

Pour un entier naturel N donné, on souhaite calculer | u=1
les termes de rang N des suites (u,,) et (v,,) et on se ‘]:(1)
demande si I'algorithme ci-contre permet ce calcul. while k<N:
=% *
» 1. On fait fonctionner l'algorithme avec N = 2. 3:;131:\47 v
Compléter le tableau ci-contre en donnant les valeurs ket
successivement affectées aux variables u, v et k.
u v k
1 1 0
1

» 2. L’algorithme permet-il effectivement de calculer uy et vy pour une valeur de N
donnée ? Dans le cas contraire, écrire sur la copie une version corrigée de cet
algorithme afin que les variables u et v contiennent bien les valeurs de uy et vy a la fin
de son exécution.

1
A B C
. v k 1 u w k
1| 1]0
1 71101 1 2 1 1 0
61 11 p) 3 7 4 1
4 37 19 2
) u=1
Cet algorithme ne permet pas de v=1
calculer uy et vy. k=0
, . while k<N:
o | En effet, le calcul_ de v, ne,cessrc.e la stokage=u
valeur de uy, mais, dans l'algorithme la u=3*utd*v
variable u est remplacée par la valeur v=stokage+3*v
Uy. k=k+1
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Partie C

u
Pour tout entier naturel n, on définit la matrice colonne X,, = (vn).
n

» 1. Donner, sans justification, une matrice carrée A d’ordre 2 telle que, pour tout entier
naturel n, X,, ., = AX,,.
» 2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,on a: X,, = A™X,.
» 3. On admet que, pour tout entier naturel n,

An:l(2x5”+2 4><5“—4)

4\ 5" -1 2x5™+2/

Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, = Z—" etv, = Z—" ,ou a, et b, sontles
nombres entiers définis dans la partie A.
» 4. Justifier que, pour tout entier naturel n, u,, et v,, sont premiers entre eux.

R4

menfiyn 3 o ()= (45

donc X, ,; = A X,, avec A = (:i ;L)

Pn): X, = A"X,

Initialisation, pourn =0:
Xo = 1,X, = A°X, donc P(0) est vraie.
Hérédité : Je suppose que P(n) : X,, = A"X, est vraie pour n entier naturel fixé,
Xn+1 = AKXy
Xpi1 = AA™X, = A"1X,
donc P(n + 1) est vraie

Conclusion : On en déduit que, Vn € N, P(n) : X,, = A"X,, est vraie.

vneN, X, = A"X,
GRS [
() =757 1% 3200
(un)= 1(2><5"+2+4><5"—4)

4\ 5" _14+2x%x5"+2

Un _1 6 X 5" —2 _1 n
() = 3G x5 v 1) =2(0)
On a alors, pour tout entier naturel n, u,, = 6;—” etv, = Z—”

vn €N, PGCD(a,;b,) =4
4. | alors, on peut écrire que, a,, = 4u et b,, = 4v ou u et v sont premiers entre eux

7~ N\
< &
3 3
N——"
I

a b .
donc Vn €N, u, = T” etv, = T” sont premiers entre eux.
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