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Exercice 1.

» 1. Si on divise un entier naturel n par 97, le reste est 2 mais si on divise ce nombre
par 91, le quotient augmente de 1 et le reste est 1. Quel est cet entier naturel n ?

» 2. Démontrer que pour tout n € N, 32" — 2" est divisible par 7.

» 3. Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et
donner une démonstration de la réponse choisie ou un contre-exemple. Une réponse
non démontrée ne rapporte aucun point.

(1) : a et b sont deux entiers naturels.

On note g et r le quotient et le reste dans la division euclidienne de a par b : « le reste
dans la division euclidienne de 3a par b est 3r ».

(P,) : Sip estimpair alors p? est impair.

(P3) estlaréciproque (P,).

Exercice 2.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner
une démonstration de la réponse choisie ou un contre-exemple. Une réponse non
démontrée ne rapporte aucun point.

Proposition 1: a et b sont deux entiers naturels. On note g et r le quotient et le reste
dans la division euclidienne de a par b : « le reste dans la division euclidienne de 2a par
b est 2r ».

Proposition 2 : « pour tout entier naturel n, 3 divise le nombre 22" — 1 »,

Proposition 3 : « Si un entier relatif x est solution de 'équation x? + x =

0 [modulo 6]) alors x = 0 [modulo 3] ».

Proposition 4 : x et y sont deux entiers relatifs : « si 7 divise x? + y? alors 7 divise x et
7 divise y »

Proposition 5 : «Le chiffre des unités de 1313 est 3 ».



Exercice 3.
» 1.R.0.C

Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.
Montrer que si a = b [mod n] et ¢ = d [mod n] alors ac = bd [mod n]
P 2.a) Déterminer le reste dans la division euclidienne de 2009 par 11.
b) Déterminer le reste dans la division euclidienne de 21° par 11.
c) Déterminer alors le reste dans la division euclidienne de 22°°° + 2009 par 11. On
pourra utiliser les congruences.
P 3. On note p un nombre entier naturel.
On considére, pour tout entier naturel non nul n, 4,, = 2™ + p.
Soit d un diviseur commun de 4,, et A,,,;, pour toutn € N*,
a) Démontrer que, pour tout n € N*, d divise 2™.
b) En déduire que d divise p.

c) Déterminer le ou les diviseurs communs de 2215 + 17 et 22016 + 17,

Exercice 4.
On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par:
u, =2"+3"+6m"—1.
» 1. Calculer les six premiers termes de la suite.
» 2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,, est pair.
» 3. Montrer que, pour tout entier naturel n pair non nul, u, est divisible par 4.

Exercice 5.
»1.a) Compléter 33 = --- [13].
b) Déduisez-en, pour tout entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 33" par
13.
c) Démontrez que pour tout entier naturel n, 3"*2 4 337+1 4 1 est un multiple de 13.

» 2. On considére 'entier N = 112017,

Déterminer, en justifiant, le reste de la division euclidienne de N par 7.
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Exercice 1.

» 1. Si on divise un entier naturel n par 97, le reste est 2 mais si on divise ce nombre

par 91, le quotient augmente de 1 et le reste est 1. Quel est cet entier naturel n ?

» 2. Démontrer que pour tout n € N, 32" — 2" est divisible par 7.

» 3. Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et

donner une démonstration de la réponse choisie ou un contre-exemple. Une réponse

non démontrée ne rapporte aucun point.

(P1): aetb sont deux entiers naturels.

On note g et r le quotient et le reste dans la division euclidienne de a par b : « le reste

dans la division euclidienne de 3a par b est 37 ».

(P,) : Sip estimpair alors p? est impair.

(P3) estlaréciproque (P,).

Exercice 1.

n=97xq+2=91x(@+1)+1
97q +2=91qg+91+1
97q —91q =92 -2
6qg =90
90

:—:1
1= 5

On en déduit que le nombren = 97 X g + 2 = 1457.

Méthode n°1:
Démontrons par récurrence que P(n) « 32" — 2" est divisible par 7 » est
vraie pour toutn € N.
Initialisation pourn = 0 :
32%0 — 20 =1 —1 = 0 est divisible par 7
donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose que P(n) : « 3?™ — 2" est divisible par 7 » est
vraie pour n € N fixé
32(n+1) _ 2n+1 — 32n+2 _ 2n+1 — 3211 % 32 _ 2n+1 — 9 x 3211 _ 2n+1
or, puisque 32" — 2™ est divisible par 7
32" — 2™ = 0 [mod 7]
& 32" = 2" [mod 7]




& 9x 32" =9 x 2" [mod 7]
& 9 x3%2n 2"l =g x 2" — 2"+ [;)pd 7]
& 32+1) _on+l = 91 % (9 — 2) [mod 7]
& 32(+1) _on+1 = 91 7 [mod 7] = 0 [mod 7]
donc 32(*1) — 2n+1 et divisible par 7
donc P(n + 1) est vraie
Par conséquent 32" — 2™ est divisible par 7, pour toutn € N.

Méthode n°2 :

(Démonstration directe sans récurrence)
Soitn €N,

32n _ Zn — (32)71 _ Zn — 971 _ 271

9 =2 [mod 7]
9™ = 2™ [mod 7]
Par conséquent 32" — 2" est divisible par 7, pour toutn € N.

(P1)

a=bgq+rou0<r<bdonc3a=>bxX3q+ 3rmaisa-t-on0 < 3r <
b ? La proposition (P;) est fausse et pour construire un contre-exemple,
il suffit de trouver un casou 3r > b

Par exemple, prenons a =2 X5+ 1=11etb =2
3a=33=2X16+1.Leresteest]1 etnonpas 3!

(P2)

Supposons que p estimpairalorsp =2k +1ouk € Z
p?=QRk+1)?>=4k*+4k+1=202k*+2k) + 1

donc p? est un nombre impair.

La proposition (P,) est vraie.

Méthode n°2 :
Supposons que p = 1 [mod 2]
donc p? =1 [mod 2]
La proposition (P,) est vraie

(P3)

Supposons que p? est impair et démontrons, par I'absurde, que p est
impair. Nous supposons alors que p est pair
alorsp =2kouk €Z

p? = (2k)? = 4k? = 2(2k?)
donc p? est un nombre pair, ce qui est exclu puisque nous avons supposé
que p? est impair. Par conséquent, p ne peut pas étre un nombre pair et
donc p est impair.
Nous avons démontré que : Si p? est impair alors p est impair ce qui est
la réciproque de la proposition (P,).
La proposition (P;) est donc vraie.




Méthode n°2 :
Supposons que p? =0 [mod 2]

p = - [mod 2] 0 1

= .- [mod 2] 0 1

On en déduit que p = 0 [mod 2]
La proposition (P;) est donc vraie.

Exercice 2.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner
une démonstration de la réponse choisie ou un contre-exemple. Une réponse non
démontrée ne rapporte aucun point.

Proposition 1: a et b sont deux entiers naturels. On note g et r le quotient et le reste
dans la division euclidienne de a par b : « le reste dans la division euclidienne de 2a par
b est 2r ».

Proposition 2 : « pour tout entier naturel n, 3 divise le nombre 22" — 1 »,

Proposition 3 : « Si un entier relatif x est solution de I'équation x? + x =

0 [modulo 6]) alors x = 0 [modulo 3] ».

Proposition 4 : x et y sont deux entiers relatifs : « si 7 divise x? + y? alors 7 divise x et
7 divise y »

Proposition 5 : «Le chiffre des unités de 133 est 3 ».

La proposition P1 est fausse.
Prenons comme contre-exemple:a = 29etbh =6
Onaa=29=6X%Xx4+5doncq=4etr=5

P1 Mais2a =58 =6x9 + 4
~ Car 2r = 10 = b = 6 donc 10 ne peut pas étre un reste dans la division
_8 euclidienne par 6.
% La proposition P2 est vraie.
2 22 =4 =1 [mod 3]
p2 donc, pour toutn € N, (22)" = 1™ [mod 3]

22" = 1 [mod 3]
et donc 22" — 1 = 0 [mod 3]
Par conséquent, pour toutn € N, 3 divise 22" — 1,




P3

La proposition P3 est fausse.
Soit x un entier relatif tel que

x? + x = 0 [mod 6]
En utilisant une table de congruence :

x = --- [mod 6] 0 1 2 3 4 5
x? =+ [mod 6] 0 1 4 3 4 1
x? 4+ x = - [mod 6] 0 2 0 0 2 0

On en déduit que, puisque x? + x = 0 [mod 6]
Alors
x =0 [mod6]ou x =2 [mod6]oux =3[mod6]oux =5][mod 6]

Si x = 0 [mod 6] alors x = 0 [mod 3] (x est divisible par 6 donc aussi par
3). Cela de nous donne pas de contre-exemple.

Si x = 3 [mod 6] alors x = 0 [mod 3] (dans la division euclidienne de x
par 6, le reste est 3 donc x est divisible par 3). Cela de nous donne pas de
contre-exemple.

Par contre : Six = 2 [mod 6] ou x = 5 [mod 6] peuvent nous donner un
contre-exemple.
Cherchons une valeur de x non divisible par 3, telle que x = 2 [mod 6]
xX—2=6Xkouk€eZ
Tout simplement, k = 0 donc x = 2 est un contre-exemple :
x =2 = 2[mod 3] # 0 [mod 3]
Mais x = 2 [mod 6]
donc x? = 4 [mod 6]
etx?+ x = 6 [mod 6] = 0 [mod 6]




La proposition P4 est vraie.
Par disjonction des cas, en utilisant une table de congruence :
X = - [mod 7] 0 1 2 3 4 5 6
x? =+ [mod 7] 0 1 4 2 2 4 1
[mod 7] X 0 1 2 3 4 5 6
y y? x%| 0 1 4 2 2 4 1
0 0 0 1 4 2 2 4 1
P4 1 1 1 2 5 3 3 5 2
2 4 4 5 1 6 6 1 5
3 2 2 3 6 4 4 6 3
4 2 2 3 6 4 4 6 3
5 4 4 5 1 6 6 1 5
6 1 1 2 5 3 3 5 2
x2+y?
Le seul cas possible, pour que x? + y2 = 0 [mod 7] est que x = 0 [mod 7]
ety =0 [mod 7].
La proposition P5 est vraie.
Pour trouver le chiffre des unités, il faut raisonner modulo 10.
13 = 3 [mod 10]
pc 132 = 9 [mod 10] = —1 [mod 10]
(132)% = (—1)° [mod 10]
1312 =1 [mod 10]
1313 = 13 [mod 10] = 3 [mod 10]
Le chiffre des unités de 132 est donc bien le chiffre 3.
Exercice 3.
» 1.R.0.C

Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.
Montrer que si a = b [mod n] et ¢ = d [mod n] alors ac = bd [mod n]
P 2.a) Déterminer le reste dans la division euclidienne de 2009 par 11.
b) Déterminer le reste dans la division euclidienne de 21° par 11.
c) Déterminer alors le reste dans la division euclidienne de 22°°° + 2009 par 11. On
pourra utiliser les congruences.
P 3. 0n note p un nombre entier naturel.

On consideére, pour tout entier naturel non nul n, 4,, = 2™ + p.



Soit d un diviseur commun de A4,, et A,,,.4, pour toutn € N*,

a) Démontrer que, pour toutn € N*, d divise 2™.

b) En déduire que d divise p.

c) Déterminer le ou les diviseurs communs de 22015 + 17 et 22016 + 17,

Exercice 3.

On suppose que a = b [mod n] et que ¢ = d [mod n]

Par définition :

ndiviseb —adonchb —a=kXnouk € Zdonch =a+ kn
ndivised —cdoncd —c=k'xXnouk' € Zdoncd =c+ k'n

Calculons
bd —ac = (a + kn)(c + k'n) —ac = ac + ak’'n + knc + kk'n? — ac
=ak'n+ knc + kk'n? =n x (ak’ + kc + kk'n)
ounak’ + kc+kk'neZ
donc n divise bd — ac
et donc ac = bd [mod n]

2009=11x182+4+70u 0<7< 11
Donc le reste de la division euclidienne de 2009 par 11 est 7.

219=11%x93+100 0<1<11
Donc le reste de la division euclidienne de 21° par 11 est 1.

219 =1 [mod 11]
(210)200 = 1200 [110d 11]
22000 = 1 Imod 11]
22000 % 29 = 29 [mod 11]
22909 = 6 [mod 11]
Or 2009 = 7 [mod 11] d’apreés la question 2a)
Donc 22°9° + 2009 = 6 + 7 [mod 11] = 13 [mod 11] = 2 [mod 11]

Pour toutn € N*,
d divise A, = 2™ + petd divise A, = 2" +p
donc d divise
Apqg — A, = 2n+1+p _(2n+p) — 2n+1+p _Zn_p — on+l _ on
=2"2-1)=2"

Pour tout n € N,
d divise A,, = 2™ + p et d divise 2"
doncd divise 4,, — 2" =2"+p—-2"=p




En prenantn = 2015etp = 17
Notons d un diviseur commun de 4,415 et A5p16-
D’aprés les questions précédentes, d divise alors 2291° et 17,

or, les diviseurs positifs de 17 sont 1 et 17.
donc d =1oud = 17.

22015 22015 ?

, mais 17 divise-t-il
24 =16 = —1[mod 17]
(24)°93 = (—1)°%3 [mod 17]
22012 = —1 [mod 17]
22012 % 23 = —1 x 23 [mod 17]
22015 = —8[mod 17] = 9 [mod 17] # 0 [mod 17]
Donc 17 ne divise pas 22°1°> et donc 17 n’est pas un diviseur commun.

1 divise bien

Exercice 4.

On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par:

u, = 2"+ 3" + 6" — 1.

» 1. Calculer les six premiers termes de la suite.
» 2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,, est pair.
» 3. Montrer que, pour tout entier naturel n pair non nul, u, est divisible par 4.

Exercice 4.

u; =21+31'+61-1=10
U, =22+324+62-1=4+9+36—1=48
u; =23+32+63-1=8+27+216—-1 =250
u, =2*+3*+6*-1=16+81+1296—-1=1392
us =2°+3°4+6°-1=32+243+7776—1=8050
U =2 +3°4+6°—1=64+729+46 656 —1 = 47 448

2=6=0][mod?2] et 3=1[mod 2]
Alors, pour tout entier naturel n non nul,
2" = 6™ =0 [mod 2] et 3" =1 [mod 2]
Par conséquent, pour tout entier naturel n non nul,
U, =2"+3"+6"-1=0+1+0—-1= 0 [mod 2]
Pour tout entier naturel n non nul, u,, est donc pair.

pour tout entier naturel k non nul, posons n = 2k, alors
Uy = 22K + 3% 4 62K — 1 = 4K 4 9k + 36" — 1

4=36=4Xx9=0[mod4] et 9=4%x2+1=1[mod 4]

alors, pour tout entier naturel k non nul,
4% = 36% = 0 [mod 4] et 9% = 1 [mod 4]
Par conséquent, pour tout entier naturel k non nul,
Uy =4+ 9% +36Kk—-1=04+14+0—1= 0 [mod 4]

Pour tout entier naturel n pair non nul, u,, est donc divisible par 4.




Exercice 5.
»1.a) Compléter 33 = --- [13].
b) Déduisez-en, pour tout entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 33" par
13.
c) Démontrez que pour tout entier naturel n, 3"*2 4 337+1 4 1 est un multiple de 13.

» 2. On considére 'entier N = 112017,

Déterminer, en justifiant, le reste de la division euclidienne de N par 7.

1a 33=27=13%x2+1=1][13]
Pour tout entier naturel n, 33" = (33)" = 1 [13], le reste de la division
euclidienne de 33" par 13 est donc 1.
Pour tout entier naturel n,
33" = 1[13] donc (33™)? = 3" = 1[13] etdonc 3°™*2 = 9 [13]
d’autres parts, 33" = 1 [13] donc 33"+1 = 3 [13]

1b

L§ 1 et donc 36™%2 4+ 337+1 + 1 =94+ 3 + 1[13]
g =13 [13] = 0[13]
5 Pour tout entier naturel n, 367*2 + 337+1 4 1 est donc un multiple de 13.
11 =417]
112 =121=17x7+2 = 2[7]
L |11 =112x11=2x11[7]=22=3x7+1=1[7]

(113)672 — 112016 =1 [7]
Par conséquent, 112017 = 112016 x 11 =1 x 11[7] =11 [7] = 4 [7]
Le reste de la division euclidienne de N = 112917 par 7 est donc 4.




