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{7455- Fiche n°18 : L’arbre de Stern-Brocot
O i Maths Expertes

Achille Brocot (1817 - 1878) et Moritz Abraham Stern (1807-1894)

Achille Brocot est un horloger et un mathématicien ama-
teur frangais.

Moritz Abraham Stern est un mathématicien allemand. En
1826, il entre a I'université de Heidelberg ou il étudie sous la
direction de Carl Friedrich Gauss. En 1838, Stern recoit le
prix de la société danoise des sciences, et, en 1848, il accede
au titre de professeur. Parmi ses étudiants se trouve notam-
ment Bernhard Riemann.

L’arbre de Stern-Brocot

L’arbre de Stern-Brocot a été découvert séparément par le mathématicien alle-
mand Moritz Abraham Stern (1858) et par Achille Brocot (1861), horloger francais qui
I’a utilisé pour concevoir des systemes d’engrenages avec un rapport entre rouages

proche d’une valeur souhaitée.

Cet exercice aborde la méthode avec des matrices carrées. On considere les deux ma-

trices G = (1 0) etD = (1 1). On construit un arbre des-

1 1 0 1 M
cendant a partir d’'une matrice initiale, de la fagon suivante : de /\
chaque matrice carrée M de I'arbre partent deux nouvelles

MxG Mx D

branches vers les deux autres matrices M X G (a gauche) et

M X D (a droite). Ces deux nouvelles matrices sont appelées les matrices filles de M.

Dans la méthode considérée, on prend comme matrice initiale la matrice I = (1 0).

0 1
(5 1)
» 1. Déterminer les deux matrices man- / 0 1 \
quantes A et B, dans la troisieme ligne de (1 0) (1 1)
) . 1 .4 0 1
I’arbre de Stern-Brocot ci-contre.
£ X 7\



: , : : a c )
Dans la suite de I'exercice, on admet que pour toute matrice M = (b d) de l'arbre de

Stern- Brocot, les nombres a, b, ¢, d sont des entiers vérifiant b + d # 0.

a-+c
b+d

Montrer que, dans cette association, le trajet « gauche-droite-gauche » a partir de la

» 2. On associe a une matrice M = (Z ccl) de I'arbre de Stern-Brocot la fraction

3
matrice initiale dans I'arbre, aboutit a une matrice correspondant a la fraction 3

» 3. SoitM = (g cci) une matrice de I'arbre. On rappelle que a, b, ¢, d sont des entiers.
On note Ay, = ad — bc, la différence des produits diagonaux de cette matrice.

a. Montrer que siad — bc = 1,alorsd(a +c) —c(b+d) = 1.

b. En déduire que si M = (Z ccl) est une matrice de 'arbre de Stern-Brocot telle que
Ay=ad — bc = 1, alors Ay ;= 1, c’est-a-dire que la différence des produits diagonaux
de la matrice M X G est aussi égale a 1.

On admet de méme que Ay «p= 1, et que toutes les autres matrices N de 'arbre de
Stern-Brocot vérifient I'égalité Ay = 1.

» 4. Soit m et n deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Ainsi la fraction %

est irréductible. On considere l'algorithme ci-dessous :

while m!=n :
if m<n :
print ("Gauche™)
n=n-m
else
print ("Droite")
m=m-n

a. Compléter le tableau suivant, indiquer ce qu’affiche I'algorithme lorsqu’on le fait

fonctionner avec les valeurs m = 4etn = 7.

Affichage
m 4
n 7

b. Conjecturer le réle de cet algorithme. Vérifier par un calcul matriciel le résultat

fourni avec les valeursm = 4etn = 7.



