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Terminale (=) Préparation au BAC
Spécialité Mathématiques
Enoncé des exercices

Exercice 1. difficulté %

Une entreprise a créé une Foire Aux Questions (« FAQ ») sur son site internet.
On étudie le nombre de questions qui y sont posées chaque mois.

Partie A : Premiére modélisation
Dans cette partie, on admet que, chaque mois :

* 90 % des questions déja posées le mois précédent sont conservées sur la FAQ ;

» 130 nouvelles questions sont ajoutées a la FAQ.
Au cours du premier mois, 300 questions ont été posées.
Pour estimer le nombre de questions, en centaines, présentes sur la FAQ le n-ieme mois, on modélise
la situation ci-dessus a I'aide de la suite (u,,) définie par:

u, = 3 et, pour tout entier natureln > 1, u,, .4 = 0,9u,, + 1,3.

» 1. Calculer u, et u; et proposer une interprétation dans le contexte de I’exercice.
» 2. Montrer par récurrence que pour tout entier natureln > 1:

100
un=13—T><0,9 .

» 3. En déduire que la suite (u,) est croissante.

» 4. On considere le programme ci-contre, écrit en langage Python.

Déterminer la valeur renvoyée par la saisie de seuil (8.5) etlinterpréter dans le contexte de
'exercice.

def seuil (p):
n=1
u=3
while u<=p:
n=n+1
u=0.9*u+1.3
return n

Partie B : Une autre modélisation
Dans cette partie, on considére une seconde modélisation a I'aide d’'une nouvelle suite (v;,) définie
pour tout entier naturel n > 1 par:
v, = 9—6X 8—0,19X(n—1).
Le terme v, est une estimation du nombre de questions, en centaines, présentes le n-ieme mois sur la
FAQ.
» 1. Préciser les valeurs arrondies au centieme de v; et v,.
» 2. Déterminer, en justifiant la réponse, la plus petite valeur de n telle que v,, > 8,5.

Partie C : Comparaison des deux modeles
» 1. L’entreprise considere qu’elle doit modifier la présentation de son site lorsque plus de 850 ques-
tions sont présentes sur la FAQ.
Parmi ces deux modélisations, laquelle conduit a procéder le plus t6ét a cette modification ? Justifier
votre réponse.
» 2. En justifiant la réponse, pour quelle modélisation y a-t-il le plus grand nombre de questions sur la
FAQ along terme ?

*

Exercice 2. difficulté %

Partie A :
On consideére la suite (u,),ey définie par u, = 400 et pour tout entier naturel n :
Up+1 = 0,9u, + 60.



» 1.a. Calculer u, et u,.
b. Conjecturer le sens de variation de la suite (u;,)en-
» 2. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, on a I'inégalité 0 < u,, < u,,; < 600.
»3.a. Montrer que la suite (u,),ey €st convergente.
b. Déterminer la limite de la suite (u,),ey. Justifier.
» 4.0n donne une fonction écrite en langage Python :
def mystere(seuil) :
n=0
u=400
while u<=seuil:
n=n+1l
u=0.9*u+60
return n

Quelle valeur obtient-on en tapant dans la console de Python : mystere (500) ?

Partie B :
Un arboriculteur possede un verger dans lequel il a la place de cultiver au maximum 500 arbres.
Chaque année il vend 10 % des arbres de son verger et puis il replante 60 nouveaux arbres.
Le verger compte 400 arbres en 2023.
L’arboriculteur pense qu’il pourra continuer a vendre et a planter les arbres au méme rythme pendant
les années a venir.
Va-t-il étre confronté a un probléme de place dans son verger ? Expliquer votre réponse
*

Exercice 3. difficulté % % %

Soit (u,) la suite définie par u, = —1 et, pour tout entier naturel n :
U1 =091y, —0,3.

» 1. a.Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, u,, =2 x 0,9" — 3,

b. En déduire que pour toutn € N, -3 < u,, < —1.

c. Démontrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.

d. Démontrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
» 2. On se propose d’étudier la fonction g définie sur |—3; —1] par: g(x) = In(0,5x + 1,5) — x.

a. Justifier toutes les informations données par le tableau de variations de la fonction g (limites,
variations, image de —1)

g(x) 7 \

b. En déduire que I'’équation g(x) = 0 a exactement une solution que I'on notera « et dont on
donnera un encadrement d’amplitude 1073,
» 3. Dans la suite de I'exercice, on considere la suite (v,,) définie pour toutn € N, par:

v, = In(0,5u,, + 1,5).

a. En utilisant la formule donnée a la question 1.a., démontrer que la suite (v,,) est arithmétique
de raison In(0,9).

b. Soit n un entier naturel.

Démontrer que u,, = v, si, et seulementsi g(u,) = 0.
c. Démontrer qu’il n’existe aucun rang k € N pour lequel u;, = a.
d. En déduire qu'’il n’existe aucun rang k € N pour lequel u;, = vy.
*

Exercice 4. difficulté %

Marie Sklodowska-Curie (1867-1934) est une physicienne (mais aussi chimiste et mathématicienne), po-
lonaise naturalisée frangaise. Deux Prix Nobel lui ont été décernés : un en Physique (partagé avec son




mari et Henri Becquerel) en 1903 et un en Chimie en 1911 pour la découverte de deux nouveaux élé-
ments, le polonium (nom donné en hommage a ses origines) et le radium.

On décide d’étudier le rayonnement radioactif du polonium lors de la désintégration des noyaux ato-
miques au cours du temps.

Au début de I'expérience, on dispose d’'un morceau de 2 g de polonium.

On sait que 1 g de polonium contient 3 X 102 noyaux atomiques.

On admet que, au bout de 24 heures, 0,5% des noyaux se sont désintégrés et que, pour compenser
cette disparition, on ajoute alors 0,005 g de polonium.

On modélise la situation a 'aide d’une suite (v,,),,ey ; On note v, le nombre de noyaux contenus dans le
polonium au début de I'expérience.

Pourn > 1, v, désigne le nombre de noyaux contenus dans le polonium au bout de n jours écoulés.
» 1.a. Vérifier que v, = 6 x 102,
b. Expliquer que, pour tout nombre entier naturel n, on a v,,,; = 0,995 v, + 1,5 x 10%°.

» 2.a. Démontrer, par récurrence sur n, que 0 < v, 1 < vy,
b. En déduire que la suite (v,,) ey €St convergente.

» 3.0n considére la suite (u,,),ey définie, pour tout entier naturel n, par : u,, = v, — 3 X 1021,
a. Montrer que la suite (u,) ey €st géométrique de raison 0,995.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, v, = 3 x 1021(0,995" + 1).
c. En déduire la limite de la suite (v,,) ey €t interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

» 4. Déterminer, par le calcul, au bout de combien de jours le nombre de noyaux de polonium sera in-
férieur a 4,5 x 1022, Justifier la réponse.

»5.0n souhaite disposer de la liste des termes de la suite (v,,),en- Pour cela, on utilise une fonction
appelée noyaux programmée en langage Python et retranscrite partiellement ci-apres.

def noyaux(n) :
V=6*10**21
L=[V]
for k in range(n):
V=...
L.append (V)
return L

a. Alalecture des questions précédentes, proposer deux solutions différentes pour compléter les
pointillés de la fonction noyaux afin qu’elle réponde au probleme.
b. Pour quelle valeur de I’entier n la commande noyaux (n) renverra-t-elle les relevés quotidiens
du nombre de noyaux contenus dans I'échantillon de polonium pendant 52 semaines d’étude ?
*

Exercice 5. difficulté %« %

On consideére la suite (u,) définie par u, = 5 et pour tout entier naturel n,

1 11
Uny1 = E(un + u_>
n

On admet que la suite (u,,) est bien définie.

Partie A - Etude de la suite (u,,)
» 1.Donner u, et u, sous forme de fractions irréductibles.
»2.0n considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par:

s+



Démontrer que la fonction f est croissante sur I'intervalle [\/11; +00[.

» 3.Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: u, > u,,; = V11.
»4.En déduire que la suite (u,,) converge vers une limite réelle. On note a cette limite.
» 5. Apres avoir déterminé et résolu une équation dont a est solution, préciser la valeur exacte de a.

Partie B - Application géométrique
Pour tout entier naturel n, on considére un rectangle R,, d’aire 11 dont la largeur est notée ¢, et lon-
gueur L.
La suite (L,,) est définie par L, = 5 et, pour tout entier naturel n,
L, +%¢,
N+l = T 5
» 1.a. Expliquer pourquoi £, = 2,2.

AT : 11
b. Etablir que pour tout entier naturel n, ¢,, = —

» 2. Vérifier que la suite (L,,) correspond a la suite (u, ) de la partie A.
» 3. Montrer que pour tout entier naturel n,ona ¢, < v11 < L,,.

»4.0n admet que les suites (L,) et (£,,) convergent toutes les deux vers v11. Interpréter géométri-
quement ce résultat dans le contexte de la partie B.
» 5.Voici un script, écrit en langage Python, relatif aux suites étudiées dans cette partie :

def heron(n):
L=5
£=2.2
for i in range(n):
L=(L+7?)/2
f=11/L
return round (£, 6),round (L, 6)

On rappelle que la fonction Python round (x, k) renvoie une version arrondie du nombre x avec k
décimales.

a. Si l'utilisateur tape heron (3) dans une console d’exécution Python, qu’obtient il comme va-
leurs de sortie pour £ et L ?

b. Donner une interprétation de ces deux valeurs.

g

Exercice 6. difficulté %« %

On consideére la suite (u,,) définie par u, = 3 et, pour tout entier naturel n,

1 1
Upyq = Eun +En + 1.

» 1. Démontrer que la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par v,, = u,, — n est géométrique
de raison %

» 2. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln:n <wu,, <n+ 3.

» 3.En déduire la limite de la suite (u,,).

» 4. Déterminer la limite de la suite (l;—")

» 5. On considere la fonction ci-dessous, écrite de maniere incompléte en langage Python.
n désigne un entier naturel non nul.
def terme (n):

U=3

for i in range(n):

return U
Compléter les pointillés pour que terme (n) renvoie la valeur de u,,.

>



Terminale (=) Préparation au BAC
Spécialité Mathématiques
Correction des exercices

Correction de l'exercice 1.

Une entreprise a créé une Foire Aux Questions (« FAQ ») sur son site internet.
On étudie le nombre de questions qui y sont posées chaque mois.

Partie A : Premiére modélisation
Dans cette partie, on admet que, chaque mois :

* 90 % des questions déja posées le mois précédent sont conservées sur la FAQ ;

» 130 nouvelles questions sont ajoutées a la FAQ.
Au cours du premier mois, 300 questions ont été posées.
Pour estimer le nombre de questions, en centaines, présentes sur la FAQ le n-ieme mois, on modélise
la situation ci-dessus a I'aide de la suite (u,,) définie par:

u, = 3 et, pour tout entier natureln > 1, u,, .4 = 0,9u,, + 1,3.

» 1. Calculer u, et u; et proposer une interprétation dans le contexte de I’exercice.

» 2. Montrer par récurrence que pour tout entier natureln > 1:

100
U, = 13 —TX 0,9“.
» 3. En déduire que la suite (u,) est croissante.

» 4. On considére le programme ci-contre, écrit en langage Python.
Déterminer la valeur renvoyée par la saisie de seuil (8.5) etlinterpréter dans le contexte de
'exercice.

def seuil (p):
n=1
u=3
while u<=p:
n=n+1
u=0.9*u+1.3
return n

Partie B : Une autre modélisation
Dans cette partie, on considére une seconde modélisation a I'aide d’'une nouvelle suite (v;,) définie
pour tout entier naturel n > 1 par:
v, = 9—6X 8—0,19X(n—1).
Le terme v, est une estimation du nombre de questions, en centaines, présentes le n-ieme mois sur la
FAQ.
» 1. Préciser les valeurs arrondies au centieme de v; et v,.
» 2. Déterminer, en justifiant la réponse, la plus petite valeur de n telle que v,, > 8,5.

Partie C : Comparaison des deux modeles
» 1. L’entreprise considere qu’elle doit modifier la présentation de son site lorsque plus de 850 ques-
tions sont présentes sur la FAQ.
Parmi ces deux modélisations, laquelle conduit a procéder le plus tot a cette modification ? Justifier
votre réponse.
» 2. En justifiant la réponse, pour quelle modélisation y a-t-il le plus grand nombre de questions sur la
FAQ along terme ?

*

ul = 3

Pourn=1, ;41 =u, =09, +1,3=09%x3+13=4

Pourn =2, u,;,1 =u3=09%u,+13=09%x4+13=49

Le 2e mois, 400 questions sont présentes sur la FAQ et 490 le 3e mois.

Al.

Exercice
1




. , 100 .
Démontrons par récurrence que P(n) : u,, = 13 — - X 0,9™ est vraie pour toutn €

N*
Initialisation pourn = 1:
100
13—T><0,91=13—10=3=u1
donc P(1) est vraie.

Hérédité : On suppose que P(n) : u,, = 13 — % x 0,9™ est vraie pour n € N* fixé

Ups+r = 0,9u, + 1,3

A2. 100
Upseq = 0,9 (13 - X 0,9") +1,3
100
Unpr = 117 = ==X 09" +13
100
Upsr = 13 — T X O,9n+1
donc P(n + 1) est vraie
Par conséquent : P(n) est vraie pour toutn € N*
doncvn € N*,u,, =13 — % x 0,9™
100 1 100
Vn € N*,un+1 — U, = 13 — T X 0,9n+ — (13 - T X O,9n>
100 L 100
Upt1 — Uy = 13—TXO,9n+ - 13+TXO,9n
100
Upy1 — Uy = —T X 0’9n+1 + T x 0,9"
A3. 100
Upy1 — Uy = T x0,9"(-09+1)
100
Upy1 — Uy = T X 0,971 x 0,1
J’en déduis que Vn € N*, u,,,.; —u, >0
La suite (u,) est donc croissante.
113
2| 4.0
3|49
415.71
5] 6.439
A4. 6]7.0951
7| 7.68559
8|8.217031
918.6953279
La fonction seuil (8.5) va afficher 9.
v =9—-6xe 010N =9_6=3
B1.

v, =9 —6xe 019%@ 1D =9 _ 67019 x 4,04




v, > 8,5
& 9—6xe 0101 5 g5
& —6xe 019D 5 85 _9
& —6 X e 019x(-1) 5 —-0,5
—-0,5
—6
1

-0,19x(n-1)

Se 17 1
< —-0,19%x(n—1)<In (—)
B2. 12
& —-0,19%x (n—1) < —In(12)
—In(12)
-0,19
In(12)
0,19
In(12)
0,19

< n > 14,07
La plus petite valeur de n telle que v, > 8,5 est donc 15.

e e~ 019x(n-1)

Sn—1>

Sn—1>

n>

Avec le 1¢r modele, le nombre de question présentes sur la FAQ aura dépassé 850 des
C1. | le 9¢ mois et seulement le 15¢ mois avec le 2¢ modeéle.

100
vn € N, u, =13 — 5 x 0,9"
lim u, =13 car lim 0,9" =
n—-+oo n-+oo

€2 vn e N, v, =9—-6X% e~ 0.19%x(n-1)

lim v, =9car lim e x(-D =
n—-+oo n—-+oo

Along terme, le 1¢r modele va conduire a 1300 questions alors que le 2¢ modéele con-
duira a seulement 900 questions.

>

Correction de l'exercice 2.

Partie A :

On consideére la suite (u,),ey définie par u, = 400 et pour tout entier naturel n :
Up+1 = 0,9u, + 60.
» 1.a. Calculer u, et u,.
b. Conjecturer le sens de variation de la suite (u;,)en-
» 2. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, on a I'inégalité 0 < u,, < u,,;; < 600.
»3.a. Montrer que la suite (u,) ey €st convergente.
b. Déterminer la limite de la suite (u,,),cy- Justifier.
» 4.0n donne une fonction écrite en langage Python :
def mystere(seuil) :
n=0
u=400
while u<=seuil:
n=n+1
u=0.9*u+60
return n

Quelle valeur obtient-on en tapant dans la console de Python : mystere (500) ?




Partie B :

Un arboriculteur possede un verger dans lequel il a la place de cultiver au maximum 500 arbres.
Chaque année il vend 10 % des arbres de son verger et puis il replante 60 nouveaux arbres.
Le verger compte 400 arbres en 2023.

L’arboriculteur pense qu’il pourra continuer a vendre et a planter les arbres au méme rythme pendant
les années a venir.

Va-t-il étre confronté a un probleme de place dans son verger ? Expliquer votre réponse

1

Ala.

Uy = 4‘00
Pourn =0, ugy; =uy =0,9uy +60 =0,9 X400+ 60 =420
Pourn = 1, Uiy = Uy = O,9u1 + 60 = 0,9 X 420 + 60 = 438

A1b.

Je conjecture que la suite (u,,),cy €st croissante.

A2,

Exercice 2.

Démontrons par récurrence que P(n) : 0 < u,, < U,y < 600 est vraie Vn € N
Initialisation pourn = 0:
ug = 400
u, = 420
donc 0 < uy < uy <600
donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose que P(n) : 0 < u,, < u,,; < 600 estvraie pourn € N fixé

0<u, <uyy <600
=0<09u, <09u,;; <540
= 60<09u, +60<09u,,, +60 <600
=0< Up4+1 < Up42 <600
donc P(n + 1) est vraie

Par conséquent : P(n) est vraie pour toutn € N
doncvVn € N,0 < u, <u,,1 <600

A3a.

vn € N, u,, < u,,, donc la suite (u, ) ey €st croissante.
vn € N, u,, < 600 donc la suite (u,),en €st majorée par 600.
Par conséquence, la suite (u,) ey €st convergente.

A3b.

vn € N, u, 1 = 0,9u,, + 60 = f(u,) ou la fonction f est définie sur R par

f(x) =09x + 60
La fonction f est affine, elle est donc dérivable et donc continue sur R.
La limite de la suite (u,)ey €st donc solution de I'équation

fx) =x
< 09x +60=x
< 60 =x—09x
< 60 =0,1x

=X =

60—600
=

)

La suite (u,),en converge donc vers 600.




01400

11420.0

21438.0

3|454.2

A4. | 4|468.78

51|481.902

6]493.7118

7|504.34062

La fonction mystere (500) va afficher 7.

Le nombre d’arbres du verger peut étre modélisé par la suite (1) ey OU Uy, estle
nombre d’arbres pour 'année « 2023+n ».

B.
Sil'arboriculteur continue au méme rythme, d’apres la question A4, le nombre
d’arbres dépassera 500 au bout de 7 ans, soit en 2030.
sl
Correction de I'exercice 3.
Soit (u,) la suite définie par u, = —1 et, pour tout entier naturel n :

Upsr =09u, —0,3.

»1. a.Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, u,, =2 x 0,9" — 3.

b. En déduire que pour toutn € N, -3 < u, < —1.

c. Démontrer que la suite (u,) est strictement décroissante.

d. Démontrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
» 2. On se propose d’étudier la fonction g définie sur |—3; —1] par: g(x) = In(0,5x + 1,5) — x.

a. Justifier toutes les informations données par le tableau de variations de la fonction g (limites,
variations, image de —1)

g(x) 7 \

b. En déduire que I'équation g(x) = 0 a exactement une solution que I'on notera « et dont on
donnera un encadrement d’amplitude 1073,
» 3. Dans la suite de I'exercice, on considere la suite (v,,) définie pour toutn € N, par:

v, = In(0,5u,, + 1,5).

a. En utilisant la formule donnée a la question 1.a., démontrer que la suite (v,,) est arithmétique
de raison In(0,9).

b. Soit n un entier naturel.

Démontrer que u,, = v, si, et seulementsi g(u,) = 0.
c. Démontrer qu’il n’existe aucun rang k € N pour lequel u;, = a.
d. En déduire qu'’il n’existe aucun rang k € N pour lequel u;, = vy.

>



Exercice 3.

1.a.

Démontrons par récurrence que P(n) : u,, = 2 X 0,9" — 3 est vraie Vn € N
Initialisation pourn = 0:
2x09°-3=2-3=-1=nu,
donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose que P(n) : u, = 2 x 0,9" — 3 estvraie pourn € N fixé
U1 =09u, —0,3
Upe1 =09 (2%09"—3)—0,3
Uy, =2 %091 —-3x09-0,3
Upyq = 2 %X 0,971 — 3

donc P(n + 1) est vraie

Par conséquent : P (n) est vraie pour tout n € N
doncvn € N,u, =2x0,9" -3

1.b.

vneN, 0<09"<1
S2x0<2x09"<2x1
S0<2x09"<?2
=0-3<2x09"-3<2-3
< -3<u,<-1

1.c.

vneNu, =2 X 0,9" — 3

Upeq — Uy =2 X 0,971 —3 — (2 x 0,97 — 3)

Uppr — Uy =2 X 0,971 —3 -2 %0,9" + 3

Uprg — Uy = 2 X 0,971 — 2 x 0,97

Upyr — U, = 2% 0,9" % (09 —1)

Upprs — Uy =2 %X 0,9" %X (—0,1)

orvn € N, 2x09"%x(-0,1)<0

J’en déduis donc que la suite (u,,) est strictement décroissante.

1.d.

La suite (u,,) est donc décroissante et minorée par —3, la suite (u,) est donc conver-
gente.
lim 0,9" =0 donc lim 2xXx0,9" =0 etdonc

n—-+oo n—+oo
lim u, =-3
n—+oo

2.a.

lim In(0,5x + 1,5) = —o0

xo=37 par somme, lim g(x) = —o
lln% —x =3 'x_>_3+

x——

g(—=1) =In(-05+15+1=1

g est dérivable sur |-3; —1]
0,5 ~05-05x—-15

05x +15 1= 0,5x + 1,5

Vx € |-3; —1], g'x) =
—0,5x —1

0,5x + 1,5
—0,5x —1

—>0
0,5x+1,5

g'(x) =

gx) >0




—-0,5x—1>0
) 0,5x+15>0
= —0,5x_>11 < 0,5x > —1,5
S x < LS
0,5 SX> 705
Sx< -2 S x> —?;
T -3 —2 —1
—050-1]  + () -
075$+115 + +
g(x) 0 -
o) 9(=2)
glx /’
50 \1

2.b.

1
g(=2) = In(=1+ 1,5) + 2 = In(0,5) + 2 = In (E) +2=2-1n(2) ~1,3> 0

lim, () = = <0

De plus, la fonction g est dérivable sur |—3; —1], elle y est donc continue, et, la fonc-

tion g est strictement croissante |—3; —2].

L’équation g(x) = 0 admet alors exactement une solution que 'on notera a.

X fix) A Y1

-2 .883 -0.00237225823 :ggzg :gg%

2

-2.888 me
-2 . 888 . 085596411753 -> 887 | 06135

9(—2,888) ~ 0,005596 > 0
g(—2,889) ~ —0.002372 < 0
On en déduit que —2,889 < a < —2,888

3.a.

vn € N, u, =2x09" -3
v, = In(0,5u,, + 1,5)
v, =1n[0,5(2 X 0,9" — 3) + 1,5]
v, =1n(1% 0,9" — 1,5 + 1,5)
v, = 1In(0,9™)
v, =n X 1n(0,9)

Vpe1 = (m+ 1) X 1n(0,9)
Vp+1 =1 X 1n(0,9) +In(0,9)
Vps1 = Uy +1n(0,9)
La suite (v,,) est donc arithmétique de raison In(0,9) et de 1¢r terme
vy =In(-0,5+15) =In(1) =0

3.b.

Soit n un entier naturel,
Up = Vp
< u, = In(0,5u, + 1,5)
< 0 =1In(0,5u, + 1,5) —u,
= 0= g(uy)




Raisonnons par I'absurde,
supposons qu’il existe un entier naturel k pour lequel u, = «

—2,889 < a < —2,888
& —2,889 < u;, < —2,888
& —2889 < 2x0,9¢—-3< —23888
& —2,889 +3<2x09%< —-2888+3
& 0,111 <2 x0,9% < 0,112

0,111 0,112
3.c. &= <09 <——

)

& 0,0555 < 0,9% < 0,056
La fonction x +— In(x) est strictement croissante sur ]0; +oo[ donc::
< In(0,0555) < k1In(0,9) < In(0,056)
In(0,0555) In(0,056)
W > K> W car 11’1(0,9) <0
< 27,45 >k > 27,35

Il y a une absurdité car il n’existe pas d’entier k entre 27,35 et 27,45. Nous hypothése
est donc fausse, on en déduit qu’il n’existe aucun k € N pour lequel u;, = a.

Raisonnons par 'absurde,

supposons qu’il existe un entier naturel k pour lequel u, = v,

alors g(uy) = 0 d’apres la question 3)b)

3.d. | etonsait que u;, € |—3; —1] d’apres la question 1)b)

mais I'équation g(x) = 0 n’admet qu'une unique solution a d’apres la question 2)b)
donc u, = a mais c’est impossible d’aprés la question précédente.

On en déduit qu'il n’existe aucun rang k € N pour lequel u;, = vy.

o

Correction de l'exercice 4.

Marie Sklodowska-Curie (1867-1934) est une physicienne (mais aussi chimiste et mathématicienne), po-
lonaise naturalisée frangaise. Deux Prix Nobel lui ont été décernés : un en Physique (partagé avec son
mari et Henri Becquerel) en 1903 et un en Chimie en 1911 pour la découverte de deux nouveaux élé-
ments, le polonium (nom donné en hommage a ses origines) et le radium.

On décide d’étudier le rayonnement radioactif du polonium lors de la désintégration des noyaux ato-
miques au cours du temps.

Au début de I'expérience, on dispose d’'un morceau de 2 g de polonium.

On sait que 1 g de polonium contient 3 X 102! noyaux atomiques.

On admet que, au bout de 24 heures, 0,5% des noyaux se sont désintégrés et que, pour compenser
cette disparition, on ajoute alors 0,005 g de polonium.

On modélise la situation a 'aide d’une suite (v,,),ey ; On note v, le nombre de noyaux contenus dans le
polonium au début de 'expérience.

Pourn > 1, v, désigne le nombre de noyaux contenus dans le polonium au bout de n jours écoulés.
» 1.a. Vérifier que v, = 6 x 102 .
b. Expliquer que, pour tout nombre entier naturel n, on a v,,,; = 0,995 v, + 1,5 x 10%°.

» 2.a. Démontrer, par récurrence sur n, que 0 < v,,; < vy,
b. En déduire que la suite (v,,) ey €St convergente.

» 3.0n considére la suite (u,),cy définie, pour tout entier naturel n, par : u,, = v, — 3 X 10%%,
a. Montrer que la suite (u,),ey €st géométrique de raison 0,995.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, v, = 3 x 1021(0,995™ + 1).
c. En déduire la limite de la suite (v,),ey et interpréter le résultat dans le contexte de 'exercice.



» 4. Déterminer, par le calcul, au bout de combien de jours le nombre de noyaux de polonium sera in-
férieur a 4,5 x 1022, Justifier la réponse.

»5.0n souhaite disposer de la liste des termes de la suite (v,,),en. Pour cela, on utilise une fonction

appelée noyaux programmée en langage Python et retranscrite partiellement ci-apres.

du nombre de noyaux contenus dans I'échantillon de polonium pendant 52 semaines d’étude ?

def noyaux(n) :
V=6*10**21
L=[V]
for k in range(n):
V=...
L.append (V)
return L

a. Alalecture des questions précédentes, proposer deux solutions différentes pour compléter les
pointillés de la fonction noyaux afin qu’elle réponde au probleme.

b. Pour quelle valeur de I'entier n la commande noyaux (n) renverra-t-elle les relevés quotidiens

*

Exercice 4.

1.a.

1 g de polonium contient 3 x 102! noyaux atomiques, donc 2g en contiennent 2 fois

plus.
vy = 2 X3 x10% =6 x 10?1,

1.b.

Une baisse de 0,5% correspond a une multiplication par 1 — %50 = 0,995.

0,005 g de polonium contient
0,005 x 3 x 10%* = 0,015 x 1021 = 1,5 x 1072 x 102! = 1,5 x 10° noyaux
Pourn > 1,onaalors v,,; = 0,995 v,, + 1,5 x 10%°,

2.a.

Démontrons par récurrence que P(n) : 0 < v, < vyestvraie Vn € N
Initialisation pourn = 0:
v, = 0,995 v, + 1,5 X 10'° = 0,995 x 6 x 10%* + 1,5 x 10*°
v, = 5,97 x 1021 + 1,5 x 101°
v, = 597 x 10%° + 1,5 x 10°
v, = 598,5 x 101°
v, = 5,985 x 102!

vy = 6 X 1021
donc 0 < v; < v,
donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose que P(n): 0 < v,,, < v, estvraie pourn € N fixé

0< Un+1 < Un
= 0% 0,995 < v,,, X 0,995 < v, X 0,995
= 0<0,995v,,1 <0995 v,
= 0+ 1,5 x 10'° < 0,995 v,,,, + 1,5 X 101° < 0,995 v, + 1,5 X 101°
= 1,5 X 10"° < v, < vpyq
=0< Un+2 = Un+1
donc P(n + 1) est vraie

Par conséquent : P(n) est vraie pour toutn € Ndoncvn € N,0 <v,,; < v,

2.b.

vn € N, v,,41 < v, donc la suite (v,),,en €st décroissante.
vn € N, 0 < v, donc la suite (v,) ey €St minorée par 0.
On en déduit que la suite (v,),ey €St convergente.




vn € N,u, = v, — 3 x 10%!

Uns1 = Vpgq — 3 X 1071
Upeq = 0,995 v, + 1,5 x 1019 — 3 x 102!

Uypq = 0,995 v, + 1,5 x 101° — 300 x 10°
3.a.

Uptq = 0,995 v, — 298,5 x 101°
Uprq = 0,995 (v, — 300 X 10%)
Upq = 0,995 (v, — 3 x 1021)
Upseq = 0,995 u,
On en déduit que la suite (u, ) ey €st géométrique de raison 0,995.

Le 1¢r terme de la suite (u,)pey €St Uy = vy — 3 X 1021 = 6 x 10?1 — 3 x 1021

u, = 3 x 10?1
On en déduit que, pour tout entier naturel n,

— 21 n
3b. u, = 3 x 10%* x 0,995

or u, =v, —3x10*' v, =u, +3 x 10%!
donc v, = 3 x 1021 x 0,995™ + 3 x 102!
v, =3 x 1021(0,995" + 1)

3.c.

lim 0,995" =0car0<0,995< 1

n—-+oo
donc lirP 0,995"+1=1
n—+oo
etdonc lim v, =3 x 10%!
n—-+oo

Lorsque le temps s’écoule a I'infini, le nombre de noyaux de polonium va tendre vers
3 x 1021

vy < 4,5 x 102
& 3 x10%1(0,995" + 1) < 4,5 x 10**
& 0,995" +1 < 45 x 107
’ 3 x 1021
< 0,995" +1< 15
< 0,995" < 1,5-1
& 0,995 < 0,5
< In(0,995™) < In(0,5)

< n x1In(0,995) < In(0,5)
In(0,5)

S n > W car 11’1(0,995) <0
= n>138
= n=139
Le nombre de noyaux de polonium sera inférieur a 4,5 x 102 au bout de 139 jours

5.a.

def noyaux(n) :
V=6*10**21
L=[V]
for k in range(n) :
V=

L.append (V)
return L

Avec la formule de récurrence :
vy = 6 X 10%1 et v, = 3 X 10%1(0,995% + 1)
Ve+1 = 0,995 v, + 1,5 x 10%° Vier1 = 3 X 1021(0,995%*1 + 1)

Avec la formule explicite :

V=0.995*V+1.5*10**19

V=3*10**21* (0.995** (k+1)+1)

5.b.

52 semaines correspond a 52 X 7 = 364 jours. La commande qui doit étre exécutée
est: noyaux (364)




def noyaux(n) :
V=6*10**21
L=[V]
for k in range(n):
V=0.995*V+1.5*10**19
L.append (V)
return L
print (noyaux (364))

def noyaux(n) :
V=6*10**21
L=[V]
for k in range(n):
V=3*10**21* (0.995** (k+1) +1)
L.append (V)
return L
print (noyaux (364))

R

Correction de l'exercice 5.

On consideére la suite (u, ) définie par u, = 5 et pour tout entier naturel n,

1 11
Un+1 = E(un + u_>
n

On admet que la suite (u,,) est bien définie.

Partie A - Etude de la suite (u,)
» 1.Donner u, etu, sous forme de fractions irréductibles.
»2.0n considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par:

fr3(e+

Démontrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [Vll; +00[.

» 3.Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: u, > u,,; = V11.
»4.En déduire que la suite (u,,) converge vers une limite réelle. On note a cette limite.
» 5. Apres avoir déterminé et résolu une équation dont a est solution, préciser la valeur exacte de a.

Partie B - Application géométrique
Pour tout entier naturel n, on considéere un rectangle R,, d’aire 11 dont la largeur est notée ¢, et lon-

gueur L.
La suite (L,) est définie par L, = 5 et, pour tout entier naturel n,
Ly + 4y

» 1.a. Expliquer pourquoi £, = 2,2.
b. Etablir que pour tout entier naturel n, £,, = i—l

n

» 2. Vérifier que la suite (L,,) correspond a la suite (u, ) de la partie A.
» 3. Montrer que pour tout entier naturel n,ona ¢, < V11 < L,,.

»4.0n admet que les suites (L,) et (¢,,) convergent toutes les deux vers v11. Interpréter géométri-
quement ce résultat dans le contexte de la partie B.
» 5.Voici un script, écrit en langage Python, relatif aux suites étudiées dans cette partie :

def heron(n):
L=5
£=2.2
for 1 in range(n):
L=(L+¥%) /2
f=11/L
return round (£, 6),round (L, 6)

On rappelle que la fonction Python round (x, k) renvoie une version arrondie du nombre x avec k
décimales.

a. Si l'utilisateur tape heron (3) dans une console d’exécution Python, qu’obtient il comme va-
leurs de sortie pour £ et L ?

b. Donner une interprétation de ces deux valeurs.



1

Exercice 5.

Remarque :
On admet que la suite (u,) est bien définie signifie que I'on admet que, pour tout

, s . . 11 ,
entier n, u,, n’est jamais égal a 0 et donc que — se calcule toujours.
n

1(5+11)_1(25+11>_36_18
2 5/ 2\5 5/ 10 5
1
2

Uy =5

1 11
pourn =0, u; =uUpy; = E(uo +u—) =

1

2

Al 11 18 11
pourn=1, u, =uyj41 = (u1+u—1): ?4.@
5
_1f18 1 _1(18+11X5)_1(18+55)_ (324 275>
27215718 ) T2\ 18/ " 2\5 " 18/~ 90
5
599
%2 =180
vx € 10; +oof, f(x) 1( +11)
N (0] = — R
X ; f(x > X .
La fonction f est dérivable sur |0; +oo[
vx € 10: +oof, F/(x) = 1(1 11) x?—11
(0/0] = —_— — = —_—
X fix x2 2x2
fl(x) >0 x2—11>0 car 2x2 >0
o x?>11
& x>V11 ou x < —V11
exclu car x>0
AZ. x |0 411 +oo
fa) - 0 +
M@ NS
V11
211

f(\/ﬁ)——(x/_+\/—_)=—(\/_+\/_)— = V11

On en déduit que la fonction f est croissante surl intervalle [\/ 11; +00[.




vn € N, upyq = f(up)
Démontrons par récurrence que P(n) : u, = Uyyq = V11 est vraie Vn € N
Initialisation pourn = 0:
Uy =5
18
U, = ? = 3,6
Vi1 ~ 3,31
donc uy = u; = V11
donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose que P(n) : u, = u,,; = V11 estvraie pourn € N fixé

A3.
Uy = Uy = V11
= fun) 2 f(uns1) 2 f(V11)
car la fonction f est croissante sur 'intervalle [Vll; +00[
et f(vV11) = V11
= Up41 = Up42 >+11
donc P(n+ 1) est vraie
Par conséquent : P(n) est vraie pour toutn € Ndoncvn € N,u, > u,,; = V11
vn € N,u,, = u,,; donc la suite (u,) est décroissante.
A4. | Deplus,vn € N,u,, = V11 donc la suite (u,) est minorée par v11.
J’en déduis que la suite (u,) converge vers une limite que I’on note a.
1 11
Vx € ]0;+oo[, f(x) = E(x + 7)
La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ donc elle est continue sur ]0; +oo[.
Puisque Vn € N, u,,.; = f(u,) et que la suite (u,,) converge alors sa limite a est solu-
tion de I’équation f(x) = x
1 ( N 11) _
2 * x/) x
x?+11
= = 2x
2411
x“ +
AS5. S —-2x=0
X
x? + 11 — 2x?
= =0
X
11 — x?
= =0
x
©11-x2=0
o x?2=11
< x=v11l ou x=-v11
exclu car x>0
La suite (u,) converge donc vers v11.
L’aire du rectangle Ry est 11 or 11 = Ly X
Bla. 11 == 5 X ‘go
donc?, = % =22
Pour tout entier naturel n, I'aire du rectangle R, est 11 or 11 = L,, X £,
B1b. 11

donc ¢, = —.
n




LO = 5 = uO
Pour tout entier naturel n,
11
Lpy,=—5—= _(Ln + _> donc L,y = f(Ln)
2 2 L,

On en déduit donc que la suite (L,) correspond a la suite (u,) de la partie A.

On peut en déduire que Vn € N,

u, = L, >V11
1< 1

<:>___
L, — V11

car la fonction inverse est décroissante sur |0; +oo[

1 1
S 1IX—<11X—

B3. Ly Vi1

11 - 11
c} — < —
L, ~ V11

0 < V11 x /11

[—4 < —
" V11
=4, <V1l

donc, pour tout entier naturel n,ona?, <v11 < L,,.

On admet que les suites (L,,) et (£,,) convergent toutes les deux vers v11.
B4. | Cela signifie que, lorsque n tend vers +o, le rectangle d’aire 11 devient de plus en
plus proche d’un carré de co6té v11.

2.2 5
i= 0 3.0555555555555554 3.6
i=1 3.30550918196995 3.3277777777T777775
B5a. i= 2 3.3166061009422525 3.3166434798738638

L’algorithme affiche finalement: 3.316606, 3.316643

Si l'utilisateur tape heron (3) dans une console d’exécution Python, il obtient :
£ = 3.316606 et L = 3.316643

BSb Les deux nombres obtenus sont une approximation du nombre v11 'une par exces
" | et'autre par défaut.

>

Correction de l'exercice 6.

On consideére la suite (u,,) définie par u, = 3 et, pour tout entier naturel n,

1
Upp1 = Eu" +En + 1.

» 1. Démontrer que la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par v,, = u,, — n est géométrique
. 1
de raison >

» 2. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln:n <wu,, <n+ 3.
» 3.En déduire la limite de la suite (u,,).

» 4. Déterminer la limite de la suite (l;—")

» 5. On considere la fonction ci-dessous, écrite de maniere incompléte en langage Python.
n désigne un entier naturel non nul.
def terme (n):

U=3

for 1 in range(n):

return U




Compléter les pointillés pour que terme (n) renvoie la valeur de u,,.

>

Exercice 6.

vneN, v, =u,—n

Vnp1 = Unyr — (M+ 1)

Vni1 =Eun+zn+1—n—1
1 1
Un+1 ziun_in
Un+1 = E(un -n)
1

Un+1 = E Un

On en déduit que la suite (v,) est géométrique de raison %

Démontrons par récurrence que P(n) : n < u, < n+ 3 estvraie vn € N
Initialisation pourn = 0:
Uy =3
donc:0<u, <0+3
donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose que P(n) : n < u,, < n+ 3 estvraie pourn € N fixé

orn+=-<n+4

>n+1<u,,,<n+4
donc P(n+ 1) est vraie

Par conséquent : P(n) est vraie pour toutn € Ndoncvn e Nnn<u, <n+3

vn e N,n <u,
or lim n = 400 donc par comparaison, lim u, = +o
+

i
n—+oo n—-—+0oo

vneNn<u,<n+3

n u, n+3
= -—-<—<

n n n

u, n 3
Sls—<-+-
n n n

U, 3
S1<—<1+-
n n

3
or lim 1=1et lim 1+—=1
n—+oo n—+oco n u
donc, d'apres le théoréme des gendarmes, lim — =1

n-+o0 N




En utilisant la récurrence :

Upt1 =§un+§n+ 1

def terme (n):
U=3
for 1 in range(n):
U=U/2+i/2+1
return U

Autre méthode :
Par une formule explicite :

La suite (v,,) est géométrique de raison % etde 1erterme vy = uy — 0 =3
1\" 1 3
VneN,vn=v0x(—) =3X—

2 n o
Onendéduitquevn €N, u, =v,+n

def terme(n):
return 3/2**n+n

R



