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Terminale b Contrôle n°2 
Spécialité Mathématiques 

Enoncé du sujet 

Exercice 1. (7 points) 

On considère la suite définie par 𝑢0 = 0 et, pour tout 𝑛 ∈ ℕ,  
𝑢𝑛+1  =  3𝑢𝑛 − 2𝑛 + 3. 

1. a) Démontrer, par récurrence, que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 𝑛. 
 b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
2. Démontrer, par récurrence, que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 𝑛 − 1. 
3. a) Démontrer que la suite (𝑢𝑛) est monotone. 
 b) La suite (𝑢𝑛) est-elle majorée ? On justifiera sa réponse. 

Exercice 2. (6 points) 

1. On étudie la fonction 𝑓1(𝑥) = (5 − 4𝑥)7 ou  𝑓2(𝑥) = (4 − 5𝑥)7 définie sur ℝ. 
Démontrer que la fonction 𝑓 est monotone sur ℝ. 

2. Soit 𝑔 la fonction définie sur ℝ par : 𝑔(𝑥) =
𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 + 𝑥
 ∀𝑥 ∈ ℝ. 

a) Démontrer que la fonction 𝑔 admet un extremum que l’on précisera. 
b) Déterminer l’équation de la tangente en 0. 

Exercice 3. (5 points) 

On considère une demi-sphère de centre 𝑂 et de 6 cm de 
rayon. Le point 𝑀 est un point mobile sur le segment [𝑂𝑁]. 
On inscrit dans la sphère un cylindre 𝒫 de hauteur [𝑂𝑀] et 
de rayon de disque de base [𝐴𝑀] où 𝐴 est un point de la 
sphère. Pour tout 𝑥 ∈ [0; 6], posons 𝑂𝑀 = 𝑥 et notons 𝑓(𝑥) 
le volume du cylindre 𝒫.  
1. Démontrer que 𝑓(𝑥) = 36𝜋𝑥 − 𝜋𝑥3, ∀𝑥 ∈ [0; 6]. 
2. Existe-t-il une position de 𝑀 qui donne un volume maximal ? Si oui, combien vaut 
ce volume maximal ?   

Exercice 4. (2 points) 

On étudie la suite (𝑢𝑛) définie par :  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 +
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
  et  𝑢0 = 0. 

1. Conjecturer une expression de 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛. 
 

def u(n): 

if n==0: 

a=0 

else: 

a=u(n-1)+1/(n*(n+1)) 

return a 

 

for n in range(11): 

print(n,'|',u(n)) 

0 | 0 

1 | 0.5 

2 | 0.6666666666666666 

3 | 0.75 

4 | 0.8 

5 | 0.8333333333333334 

6 | 0.8571428571428572 

7 | 0.8750000000000001 

8 | 0.888888888888889 

9 | 0.9 

10 | 0.9090909090909091 

2. Démontrer votre conjecture. 
 



Terminale b Contrôle n°2 
Spécialité Mathématiques 

Correction du sujet 

Correction de l'exercice 1. (7 points) 

On considère la suite définie par 𝑢0 = 0 et, pour tout 𝑛 ∈ ℕ,  
𝑢𝑛+1  =  3𝑢𝑛 − 2𝑛 + 3. 

1. a) Démontrer, par récurrence, que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 𝑛. 
 b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
2. Démontrer, par récurrence, que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 𝑛 − 1. 
3. a) Démontrer que la suite (𝑢𝑛) est monotone. 
 b) La suite (𝑢𝑛) est-elle majorée ? On justifiera sa réponse. 

 

E
x

e
rc

ic
e

 1
. 1a) 

Démontrons par récurrence que 𝒫(𝑛) ∶ 𝑢𝑛 ≥ 𝑛 est vraie pour tout 𝑛 ∈ ℕ 
Initialisation pour 𝑛 = 0 : 

𝑢0 = 0 ≥ 0 
𝐝𝐨𝐧𝐜  𝓟(𝟎) 𝐞𝐬𝐭 𝐯𝐫𝐚𝐢𝐞. 

 
Hérédité : On suppose que 𝓟(𝒏) : 𝑢𝑛 ≥ 𝑛  est vraie pour 𝑛 ∈ ℕ fixé  
 

𝑢𝑛 ≥ 𝑛 
Je multiplie par 3 de chaque côté 

⟺ 3𝑢𝑛 ≥ 3𝑛 
 

J’ajoute −2𝑛 + 3 de chaque côté 
⟺ 3𝑢𝑛 − 2𝑛 + 3 ≥ 3𝑛 − 2𝑛 + 3 

 
⟺ 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑛 + 3 

 
or 𝑛 + 3 ≥ 𝑛 + 1 

 
et donc 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑛 + 3 ≥ 𝑛 + 1 

 
𝐝𝐨𝐧𝐜  𝓟(𝒏 + 𝟏) 𝐞𝐬𝐭 𝐯𝐫𝐚𝐢𝐞 

 
Par conséquent  : 𝓟(𝒏) est vraie pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 𝑛 

1b) 
Par comparaison, puisque lim

𝑛→+∞
𝑛 = +∞, 

alors lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞, 



2. 

Démontrons par récurrence que 𝒫(𝑛) ∶ 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 𝑛 − 1 est vraie pour 
tout 𝑛 ∈ ℕ 
Initialisation pour 𝑛 = 0 : 

3𝑛 + 𝑛 − 1 = 30 + 0 − 1 = 1 − 1 = 0 = 𝑢0 
𝐝𝐨𝐧𝐜  𝓟(𝟎) 𝐞𝐬𝐭 𝐯𝐫𝐚𝐢𝐞. 

 
Hérédité : On suppose que 𝓟(𝒏) : 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 𝑛 − 1   est vraie pour 𝑛 ∈
ℕ fixé  

𝑢𝑛+1  =  3𝑢𝑛 − 2𝑛 + 3 
𝑢𝑛+1  =  3(3𝑛 + 𝑛 − 1) − 2𝑛 + 3 
𝑢𝑛+1  =  3𝑛+1 + 3𝑛 − 3 − 2𝑛 + 3 

𝑢𝑛+1  =  3𝑛+1 + 𝑛 
𝑢𝑛+1  =  3𝑛+1 + (𝑛 + 1) − 1 

 
𝐝𝐨𝐧𝐜  𝓟(𝒏 + 𝟏) 𝐞𝐬𝐭 𝐯𝐫𝐚𝐢𝐞 

 
Par conséquent  : 𝓟(𝒏) est vraie pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 𝑛 − 1 

3a) 

Soit 𝑛 ∈ ℕ,  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3𝑛+1 + (𝑛 + 1) − 1 − (3𝑛 + 𝑛 − 1) 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3𝑛+1 + 𝑛 + 1 − 1 − 3𝑛 − 𝑛 + 1 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3𝑛 × 3 − 3𝑛 + 1 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3𝑛 × (3 − 1) + 1 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2 × 3𝑛 + 1 ≥ 0 

La suite (𝑢𝑛) est donc croissante. 

3b) 

Lorsque l’on raisonne par l’absurde, c’est-à-dire si on suppose que la 
suite (𝑢𝑛) est majorée, alors puisqu’elle est croissante, on pourrait en 
déduire qu’elle est convergente. 

Or, au début de l’exercice, nous avons démontré que la suite (𝑢𝑛) est 
divergente puisqu’elle tend vers +∞, par conséquent, la suite (𝑢𝑛) n’est 
pas majorée. 

 

Correction de l'exercice 2. (6 points) 

1. On étudie la fonction 𝑓1(𝑥) = (5 − 4𝑥)7 ou  𝑓2(𝑥) = (4 − 5𝑥)7 définie sur ℝ. 
Démontrer que la fonction 𝑓 est monotone sur ℝ. 

2. Soit 𝑔 la fonction définie sur ℝ par : 𝑔(𝑥) =
𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 + 𝑥
 ∀𝑥 ∈ ℝ. 

a) Démontrer que la fonction 𝑔 admet un extremum que l’on précisera. 
b) Déterminer l’équation de la tangente en 0. 
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. 

1. 

La fonction 𝑓1 est dérivable sur ℝ 

∀𝑥 ∈ ℝ,  

𝑓′1(𝑥) = 7 × (5 − 4𝑥)6 × (−4) 

𝑓′1(𝑥) = −28 (5 − 4𝑥)6 

or, (5 − 4𝑥)6 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ 

 donc, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′1(𝑥) ≤ 0 

La fonction 𝑓1 est donc 
décroissante sur ℝ, elle est donc 
bien monotone. 

La fonction 𝑓2 est dérivable sur ℝ 

∀𝑥 ∈ ℝ,  

𝑓′2(𝑥) = 7 × (4 − 5𝑥)6 × (−5) 

𝑓′2(𝑥) = −35 (4 − 5𝑥)6 

or, (4 − 5𝑥)6 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ 

 donc, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′2(𝑥) ≤ 0 

La fonction 𝑓2 est donc 
décroissante sur ℝ, elle est donc 
bien monotone. 

2a) 

La fonction 𝑔 est dérivable sur ℝ 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑒−𝑥 + 𝑥) − 𝑒−𝑥(−𝑒−𝑥 + 1)

(𝑒−𝑥 + 𝑥)2  

𝑔′(𝑥) =
−𝑒−2𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−2𝑥 − 𝑒−𝑥

(𝑒−𝑥 + 𝑥)2  

𝑔′(𝑥) =
−𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥

(𝑒−𝑥 + 𝑥)2  

𝑔′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑥 + 1)

(𝑒−𝑥 + 𝑥)2  

𝑔′(𝑥) > 0 ⟺ 𝑥 + 1 < 0 car 
−𝑒−𝑥

(𝑒−𝑥 + 𝑥)2 < 0 

⟺ 𝑥 < −1 

 

2b) 

𝑔(0) =
𝑒0

𝑒0 + 0
= 1      𝑔′(0) =

−𝑒0(0 + 1)

(𝑒0 + 0)2 = −
1

1
= −1 

L’équation de la tangente en 0 est donc 𝑦 = −1(𝑥 − 0) + 1 = −𝑥 + 1 
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Correction de l'exercice 3. (5 points) 

On considère une demi-sphère de centre 𝑂 et de 6 cm de 
rayon. Le point 𝑀 est un point mobile sur le segment [𝑂𝑁]. 
On inscrit dans la sphère un cylindre 𝒫 de hauteur [𝑂𝑀] et 
de rayon de disque de base [𝐴𝑀] où 𝐴 est un point de la 
sphère. Pour tout 𝑥 ∈ [0; 6], posons 𝑂𝑀 = 𝑥 et notons 𝑓(𝑥) 
le volume du cylindre 𝒫.  
1. Démontrer que 𝑓(𝑥) = 36𝜋𝑥 − 𝜋𝑥3, ∀𝑥 ∈ [0; 6]. 
2. Existe-t-il une position de 𝑀 qui donne un volume maximal ? Si oui, combien vaut 
ce volume maximal ? 
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1. 

Soit 𝑥 ∈ [0; 6], le cylindre 𝒫 a pour hauteur 𝑂𝑀 = 𝑥. 

Dans le triangle 𝑂𝑀𝐴 rectangle en 𝑀, le rayon du cylindre vaut :  

𝐴𝑀 = √62 − 𝑥2 = √36 − 𝑥2 

Le volume du cylindre est donc égal à  

𝑓(𝑥) = 𝜋𝑅2ℎ = 𝜋√36 − 𝑥2
2

× 𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝜋𝑥(36 − 𝑥2) 

𝑓(𝑥) = 36𝜋𝑥 − 𝜋𝑥3 

2. 

La fonction 𝑓 est dérivable sur [0; 6] 

∀𝑥 ∈ [0; 6],   𝑓′(𝑥) = 36𝜋 − 3𝜋𝑥2 

𝑓′(𝑥) = 3𝜋(12 − 𝑥2) 

𝑓′(𝑥) > 0 ⟺ 12 − 𝑥2 > 0 

⟺ 12 > 𝑥2 

⟺ −√12 < 𝑥 < √12 

or 𝑥 ∈ [0; 6], donc ⟺ 0 ≤ 𝑥 < 2√3 

 

𝑓(2√3) = 𝜋 × 2√3(36 − 12) = 48𝜋√3 

Le volume est maximal lorsque 𝑥 = 2√3 cm et il vaut, au maximum, 

48𝜋√3 cm3. 

 

 



Correction de l'exercice 4. (2 points) 

On étudie la suite (𝑢𝑛) définie par :  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 +
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
  et  𝑢0 = 0. 

1. Conjecturer une expression de 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛. 
 

def u(n): 

if n==0: 

a=0 

else: 

a=u(n-1)+1/(n*(n+1)) 

return a 

 

for n in range(11): 

print(n,'|',u(n)) 

0 | 0 

1 | 0.5 

2 | 0.6666666666666666 

3 | 0.75 

4 | 0.8 

5 | 0.8333333333333334 

6 | 0.8571428571428572 

7 | 0.8750000000000001 

8 | 0.888888888888889 

9 | 0.9 

10 | 0.9090909090909091 

2. Démontrer votre conjecture. 
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. 

1. 

Je conjecture que 

𝑢0 = 0      𝑢1 =
1

2
      𝑢2 =

2

3
        𝑢3 =

3

4
      𝑢4 =

4

5
       …       𝑢𝑛 =

𝑛

𝑛 + 1
 

2. 

Démontrons par récurrence que 𝒫(𝑛) ∶ 𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛+1
  est vraie ∀𝑛 ∈ ℕ 

Initialisation pour 𝑛 = 0 : 
𝑛

𝑛 + 1
=

0

0 + 1
= 0 = 𝑢0 

𝐝𝐨𝐧𝐜  𝓟(𝟎) 𝐞𝐬𝐭 𝐯𝐫𝐚𝐢𝐞. 

Hérédité : On suppose que 𝓟(𝒏) : 𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛+1
   est vraie pour 𝑛 ∈ ℕ fixé 

 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 +
1

(𝑛+1)(𝑛+2)
 

𝑢𝑛+1 =
𝑛

𝑛 + 1
+

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

𝑢𝑛+1 =
𝑛 × (𝑛 + 2)

(𝑛 + 1) × (𝑛 + 2)
+

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

𝑢𝑛+1 =
𝑛2 + 2𝑛 + 1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

𝑢𝑛+1 =
(𝑛 + 1)2

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

𝑢𝑛+1 =
(𝑛 + 1) × (𝑛 + 1)

(𝑛 + 1) × (𝑛 + 2)
 

𝑢𝑛+1 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

𝐝𝐨𝐧𝐜  𝓟(𝒏 + 𝟏) 𝐞𝐬𝐭 𝐯𝐫𝐚𝐢𝐞 
Par conséquent  : 𝓟(𝒏) est vraie pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛+1
 

 


