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Terminale b Contrôle n°2 
Spécialité Mathématiques - Calculatrice autorisée 

Enoncé du sujet A 

Exercice 1. (4 points) 

Soit (𝑢𝑛) la suite définie par 𝑢0 = 0 et, pour tout entier naturel 𝑛 par  

𝑢𝑛+1 = √6+
1

3
(𝑢𝑛)

2 

1. Démontrer, par récurrence, que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 3√1 −
1

3𝑛
. 

2. En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 

Exercice 2. (6 points) 

1. On étudie la fonction 𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

𝑥2 + 1
  définie sur ℝ. 

Démontrer que la fonction 𝑓 est monotone sur ℝ. 

2. Soit 𝑔 la fonction définie sur [0;+∞[ par : 𝑔(𝑥) = (1 − 2√𝑥)
6
. 

a) Démontrer que la fonction 𝑔 admet un extremum que l’on précisera. 
b) Déterminer l’équation de la tangente en 1. 

Exercice 3. (6 points) 

On étudie la suite (𝑣𝑛) définie par :  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 + 4𝑛 − 5  et   𝑣0 = 0. 
1. a) Démontrer, par récurrence que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑣𝑛 ≤ −4𝑛. 
 b) En déduire la limite de la suite (𝑣𝑛). 
2. a) Conjecturer une expression de 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛. 

def v(n): 

    v=0 

    for i in range(n): 

        v=2*v+4*i-5 

    return v 

 

def w(n): 

    return 1-4*n-v(n) 

 

for n in range(10): 

    print(n,"|",v(n),"|",w(n)) 

0 | 0 | 1 

1 | -5 | 2 

2 | -11 | 4 

3 | -19 | 8 

4 | -31 | 16 

5 | -51 | 32 

6 | -87 | 64 

7 | -155 | 128 

8 | -287 | 256 

9 | -547 | 512 

 b) Démontrez votre conjecture. 

Exercice 4. (4 points) 

On considère un cercle de centre 𝑂, de diamètre [𝐴𝐵] et de rayon 6 cm. Le point 𝑀 est 
un point mobile sur le segment [𝑂𝐵]. On trace la perpendiculaire à (𝐴𝐵) qui passe par 
le point 𝑀, l’un des points d’intersection avec le cercle est le point 𝐶. Pour tout 𝑥 ∈
[0; 6], posons 𝑂𝑀 = 𝑥 et notons 𝑓(𝑥) l’aire du triangle 𝐴𝑀𝐶.  

1. Démontrer que 𝑓(𝑥) =
(6+𝑥)√36−𝑥2

2
, ∀𝑥 ∈ [0; 6]. 

2. Existe-t-il une position de 𝑀 qui donne une aire maximale ? 
Si oui, combien vaut cette aire maximale ? 

  



Terminale b Contrôle n°2 
Spécialité Mathématiques - Calculatrice autorisée 

Enoncé du sujet B 

Exercice 1. (4 points) 

Soit (𝑢𝑛) la suite définie par 𝑢0 = 0 et, pour tout entier naturel 𝑛 par  

𝑢𝑛+1 = √2+
1

2
(𝑢𝑛)

2 

1. Démontrer, par récurrence, que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 2√1 −
1

2𝑛
. 

2. En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 

Exercice 2. (6 points) 

1. On étudie la fonction 𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

1 + 𝑥2
  définie sur ℝ. 

Démontrer que la fonction 𝑓 est monotone sur ℝ. 

2. Soit 𝑔 la fonction définie sur [0;+∞[ par : 𝑔(𝑥) = (1 − 2√𝑥)
4
. 

a) Démontrer que la fonction 𝑔 admet un extremum que l’on précisera. 
b) Déterminer l’équation de la tangente en 1. 

Exercice 3. (6 points) 

On étudie la suite (𝑣𝑛) définie par :  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 + 6𝑛 − 7  et   𝑣0 = 0. 
1. a) Démontrer, par récurrence que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑣𝑛 ≤ −6𝑛. 
 b) En déduire la limite de la suite (𝑣𝑛). 
2. a) Conjecturer une expression de 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛. 

def v(n): 

    v=0 

    for i in range(n): 

        v=2*v+6*i-7 

    return v 

 

def w(n): 

    return 1-6*n-v(n) 

 

for n in range(10): 

    print(n,"|",v(n),"|",w(n)) 

0 | 0 | 1 

1 | -7 | 2 

2 | -15 | 4 

3 | -25 | 8 

4 | -39 | 16 

5 | -61 | 32 

6 | -99 | 64 

7 | -169 | 128 

8 | -303 | 256 

9 | -565 | 512 

 b) Démontrez votre conjecture. 

Exercice 4. (4 points) 

On considère un cercle de centre 𝑂, de diamètre [𝐴𝐵] et de rayon 4 cm. Le point 𝑀 est 
un point mobile sur le segment [𝑂𝐵]. On trace la perpendiculaire à (𝐴𝐵) qui passe par 
le point 𝑀, l’un des points d’intersection avec le cercle est le point 𝐶. Pour tout 𝑥 ∈
[0; 4], posons 𝑂𝑀 = 𝑥 et notons 𝑓(𝑥) l’aire du triangle 𝐴𝑀𝐶.  

1. Démontrer que 𝑓(𝑥) =
(4 + 𝑥)√16 − 𝑥2

2
, ∀𝑥 ∈ [0; 4]. 

2. Existe-t-il une position de 𝑀 qui donne une aire maximale ? 
Si oui, combien vaut cette aire maximale ?   

  



Terminale b Contrôle n°2 
Spécialité Mathématiques 

Correction du sujet A 

Correction de l'exercice 1. (4 points) 

Soit (𝑢𝑛) la suite définie par 𝑢0 = 0 et, pour tout entier naturel 𝑛 par  

𝑢𝑛+1 = √6 +
1

3
(𝑢𝑛)2 

1. Démontrer, par récurrence, que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 3√1 −
1

3𝑛
. 

2. En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
 

E
x

e
rc

ic
e

 1
. 

1. 

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraie au rang 𝒏 = 𝟎 : 

3√1 −
1

30
= 3√1 − 1 = 0 = 𝑢0 

La propriété est vraie au rang 0. 
Hérédité : Soit 𝒏 ∈ ℕ, je suppose la propriété vraie au rang 𝒏 et je démontre 
qu’elle aussi vraie au rang 𝒏 + 𝟏. 

Je suppose que 𝑢𝑛 = 3√1 −
1

3𝑛
 où 𝑛 ∈ ℕ fixé 

𝑢𝑛+1 = √6 +
1

3
(𝑢𝑛)2 

𝑢𝑛+1 = √6 +
1

3
(3√1 −

1

3𝑛
)

2

 

𝑢𝑛+1 = √6 +
1

3
× 9 (1 −

1

3𝑛
) 

𝑢𝑛+1 = √6 +
9

3
−
9

3
×
1

3𝑛
 

𝑢𝑛+1 = √6 + 3 − 9 ×
1

3𝑛+1
 

𝑢𝑛+1 = √9 − 9 ×
1

3𝑛+1
= √9(1 −

1

3𝑛+1
) 

𝑢𝑛+1 = √9 × √1 −
1

3𝑛+1
= 3√1 −

1

3𝑛+1
 

La propriété est vraie au rang 𝑛 + 1. 
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie 
pour tous les rangs 𝒏 ∈ ℕ donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 3√1 −
1

3𝑛
 



2. 
(3𝑛)𝑛∈ℕ est une suite géométrique de raison 3 > 1 donc lim

𝑛→+∞
3𝑛 = +∞ 

Par conséquent, lim
𝑛→+∞

1

3𝑛
= 0 et donc lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 3  

 

Correction de l'exercice 2. (6 points) 

1. On étudie la fonction 𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

𝑥2 + 1
  définie sur ℝ. 

Démontrer que la fonction 𝑓 est monotone sur ℝ. 

2. Soit 𝑔 la fonction définie sur [0; +∞[ par : 𝑔(𝑥) = (1 − 2√𝑥)
6
. 

a) Démontrer que la fonction 𝑔 admet un extremum que l’on précisera. 
b) Déterminer l’équation de la tangente en 1. 

 

E
x
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e

 2
. 

1. 

La fonction 𝑓 est dérivable sur ℝ. 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

𝑥2 + 1
=
𝑢

𝑣
 

𝑢 = 𝑒−𝑥 𝑢′ = −𝑒−𝑥

𝑣 = 𝑥2 + 1 𝑣′ = 2𝑥
 

𝑓′(𝑥) =
𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
=
−𝑒−𝑥(𝑥2 + 1) − 𝑒−𝑥 × 2𝑥

(𝑥2 + 1)2
 

𝑓′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑥2 + 1 + 2𝑥)

(𝑥2 + 1)2
 

Méthode n°1 : 

𝑓′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑥 + 1)2

(𝑥2 + 1)2
 

or ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑒−𝑥 > 0 et  
(𝑥+1)2

(𝑥2+1)2
≥ 0 

 
J’en déduis que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) ≤ 0 

Méthode n°2 : 
𝑓′(𝑥) > 0 ⟺ 𝑥2 + 1 + 2𝑥 > 0 
 
∆= 22 − 4 × 1 × 1 = 4 − 4 = 0 
 
Le polynôme 𝑥2 + 1 + 2𝑥 n’admet qu’une seule 

racine 
−2

2
= −1. 

Le polynôme est du signe de 𝑎 = 1 > 0 
 
J’en déduis que ∀𝑥 ∈ ℝ,    𝑥2 + 1 + 2𝑥 ≥ 0 
or ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑒−𝑥 > 0 et  (𝑥2 + 1)2 > 0 
donc  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) ≤ 0 

La fonction 𝑓 est donc décroissante sur ℝ. 

2. 

∀𝑥 ∈ [0;+∞[   𝑔(𝑥) = (1 − 2√𝑥)
6
= 𝑢6 

La fonction 𝑔 est dérivable sur ]0; +∞[ 

∀𝑥 ∈ ]0;+∞[   𝑢 = 1 − 2√𝑥   donc   𝑢′ = −2 ×
1

2√𝑥
=
−1

√𝑥
 

𝑔′(𝑥) = 6𝑢5 × 𝑢′ = 6(1 − 2√𝑥)
5
×
−1

√𝑥
=
−6(1 − 2√𝑥)

5

√𝑥
 

𝑔′(𝑥) > 0 ⟺ 1 − 2√𝑥 < 0   car   √𝑥 > 0 et − 6 < 0 

 ⟺ −2√𝑥 < −1 

 ⟺ √𝑥 > 
−1

−2
 

 ⟺ √𝑥 > 
1

2
 

 ⟺ 𝑥 > 
1

4
 



E
x

e
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 2
. 

 
 

𝑔 (
1

4
) = (1 − 2√

1

4
)

6

= 0 

La fonction 𝑔 admet un minimum qui vaut 0 en 1/4. 

 

Equation de la tangente en 𝑎 : 𝑦 = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) 

𝑔(1) = (1 − 2√1)
6
= 1 

𝑔′(1) =
−6(1 − 2√1)

5

√1
= 6 

𝑦 = 6(𝑥 − 1) + 1 = 6𝑥 − 6 + 1 
𝑦 = 6𝑥 − 5 

 
 

Correction de l'exercice 3. (6 points) 

On étudie la suite (𝑣𝑛) définie par :  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 + 4𝑛 − 5  et   𝑣0 = 0. 
1. a) Démontrer, par récurrence que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑣𝑛 ≤ −4𝑛. 
 b) En déduire la limite de la suite (𝑣𝑛). 
2. a) Conjecturer une expression de 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛. 

def v(n): 

    v=0 

    for i in range(n): 

        v=2*v+4*i-5 

    return v 

 

def w(n): 

    return 1-4*n-v(n) 

 

for n in range(10): 

    print(n,"|",v(n),"|",w(n)) 

0 | 0 | 1 

1 | -5 | 2 

2 | -11 | 4 

3 | -19 | 8 

4 | -31 | 16 

5 | -51 | 32 

6 | -87 | 64 

7 | -155 | 128 

8 | -287 | 256 

9 | -547 | 512 

 b) Démontrez votre conjecture. 
 

-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 1

1

x

y
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x
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 3
. 

1a. 

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraie au rang 𝒏 = 𝟎 : 
𝑣0 = 0

−4 × 0 = 0
} donc  𝑣0 ≤ −4 × 0 

La propriété est vraie au rang 0. 
 
Hérédité : Soit 𝒏 ∈ ℕ, je suppose la propriété vraie au rang 𝒏 et je démontre 
qu’elle aussi vraie au rang 𝒏 + 𝟏. 
Je suppose que 𝑣𝑛 ≤ −4𝑛 où 𝑛 ∈ ℕ fixé  

𝑣𝑛 ≤ −4𝑛 

2𝑣𝑛 ≤ −8𝑛 

2𝑣𝑛 + 4𝑛 − 5 ≤ −8𝑛 + 4𝑛 − 5 

𝑣𝑛+1 ≤ −4𝑛 − 5 

or  − 4𝑛 − 5 − [−4(𝑛 + 1)] = −4𝑛 − 5 + 4𝑛 + 4 = −1 ≤ 0 

donc  − 4𝑛 − 5 ≤ −4(𝑛 + 1) 

𝑣𝑛+1 ≤ −4(𝑛 + 1) 

La propriété est vraie au rang 𝑛 + 1. 
 
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie 
pour tous les rangs 𝒏 ∈ ℕ donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 ≤ −4𝑛  

1b. lim
𝑛→+∞

−4𝑛 = −∞  et    ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 ≤ −4𝑛    donc  lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = −∞  par comparaison.    

2a. 

J’observe que la 2e fonction Python, définit la suite (𝑤𝑛) par  
∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛 = 1 − 4𝑛 − 𝑣𝑛 

J’observe aussi, lorsque l’on affiche les termes que la suite (𝑤𝑛) est géométrique de 
raison 2. 
Je conjecture alors que ∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛 = 2

𝑛   et  𝑣𝑛 = 1 − 4𝑛 − 2
𝑛. 

2b. 

Méthode n°1 : Je démontre par récurrence que, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 1 − 4𝑛 − 2
𝑛 

 
Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraie au rang 𝒏 = 𝟎 : 

1 − 4 × 0 − 20 = 1 − 1 = 0 = 𝑣0 
La propriété est vraie au rang 0. 
 
Hérédité : Soit 𝒏 ∈ ℕ, je suppose la propriété vraie au rang 𝒏 et je démontre 
qu’elle aussi vraie au rang 𝒏 + 𝟏. 
Je suppose que 𝑣𝑛 = 1 − 4𝑛 − 2

𝑛 où 𝑛 ∈ ℕ fixé  

𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 + 4𝑛 − 5 

𝑣𝑛+1 = 2(1 − 4𝑛 − 2𝑛) + 4𝑛 − 5 

𝑣𝑛+1 = 2 − 8𝑛 − 2𝑛+1 + 4𝑛 − 5 

𝑣𝑛+1 = −3 − 4𝑛 − 2𝑛+1 

𝑣𝑛+1 = 1 − 4𝑛 − 4 − 2𝑛+1 

𝑣𝑛+1 = 1 − 4(𝑛 + 1) − 2𝑛+1 



E
x

e
rc

ic
e

 3
. 

2b. 

La propriété est vraie au rang 𝑛 + 1. 
 
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie 
pour tous les rangs 𝒏 ∈ ℕ donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 1 − 4𝑛 − 2
𝑛 

Méthode n°2 : Je démontre que la suite (𝒘𝒏) est géométrique 
∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛 = 1 − 4𝑛 − 𝑣𝑛 

Soit 𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛+1 = 1 − 4(𝑛 + 1) − 𝑣𝑛+1 

𝑤𝑛+1 = 1 − 4𝑛 − 4 − (2𝑣𝑛 + 4𝑛 − 5) 

𝑤𝑛+1 = −4𝑛 − 3 − 2𝑣𝑛 − 4𝑛 + 5 

𝑤𝑛+1 = 2 − 8𝑛 − 2𝑣𝑛 

𝑤𝑛+1 = 2(1 − 4𝑛 − 𝑣𝑛) 

𝑤𝑛+1 = 2𝑤𝑛 

La suite (𝑤𝑛) est donc géométrique de raison 2 et 𝑤0 = 1 − 0 − 𝑣0 = 1 
J’en déduis que ∀𝑛 ∈ ℕ,𝑤𝑛 = 2

𝑛 = 1 − 4𝑛 − 𝑣𝑛 
donc, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 1 − 4𝑛 − 2

𝑛 

 

Correction de l'exercice 4. (4 points) 

On considère un cercle de centre 𝑂, de diamètre [𝐴𝐵] et de rayon 6 cm. Le 
point 𝑀 est un point mobile sur le segment [𝑂𝐵]. On trace la perpendiculaire 
à (𝐴𝐵) qui passe par le point 𝑀, l’un des points d’intersection avec le cercle 
est le point 𝐶. Pour tout 𝑥 ∈ [0; 6], posons 𝑂𝑀 = 𝑥 et notons 𝑓(𝑥) l’aire du 
triangle 𝐴𝑀𝐶.  

1. Démontrer que 𝑓(𝑥) =
(6 + 𝑥)√36 − 𝑥2

2
, ∀𝑥 ∈ [0; 6]. 

2. Existe-t-il une position de 𝑀 qui donne une aire maximale ? Si oui, 
combien vaut cette aire maximale ? 

 

E
x

e
rc

ic
e

 4
. 

1. 

Soit 𝑥 ∈ [0; 6], 𝑂𝑀 = 𝑥 donc 𝐴𝑀 = 6 + 𝑥 

Le triangle 𝐴𝑀𝐶 est rectangle en 𝑀 son aire vaut donc 
𝐴𝑀×𝑀𝐶

2
. 

D’après le théorème de Pythagore dans le triangle 𝑂𝑀𝐶 rectangle en 𝑀 : 
𝑂𝐶2 = 𝑂𝑀2 +𝑀𝐶2 
⟺ 36 = 𝑥2 +𝑀𝐶2 

J’en déduis que : 

𝑓(𝑥) =
𝐴𝑀 ×𝑀𝐶

2
=
(6 + 𝑥)√36 − 𝑥2

2
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 4
. 

2. 

La fonction 𝑓 est dérivable sur [0; 6]. 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =
(6 + 𝑥)√36 − 𝑥2

2
=
𝑢 × 𝑣

2
 

𝑢 = 6 + 𝑥 𝑢′ = 1

𝑣 = √36 − 𝑥2 𝑣′ =
−2𝑥

2√36 − 𝑥2
=

−𝑥

√36 − 𝑥2
 

𝑓′(𝑥) =
𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′

2
=

1 × √36 − 𝑥2 + (6 + 𝑥) ×
−𝑥

√36 − 𝑥2

2
 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(√36 − 𝑥2 +

−𝑥(6 + 𝑥)

√36 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(
√36 − 𝑥2

2

√36 − 𝑥2
+
−𝑥(6 + 𝑥)

√36 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(
36 − 𝑥2 − 𝑥(6 + 𝑥)

√36 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(
36 − 𝑥2 − 6𝑥 − 𝑥2

√36 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
−2𝑥2 − 6𝑥 + 36

2√36 − 𝑥2
 

𝑓′(𝑥) > 0 ⟺ −2𝑥2 − 6𝑥 + 36 > 0   car  2√36 − 𝑥2 > 0 

∆= (−6)2 − 4 × (−2) × 36 = 324 > 0 
 
Le polynôme admet donc deux racines : 

𝑥1 =
6 − √324

−4
= 3   et  𝑥2 =

6 + √324

−4
= −6 < 0⏟    

exclu

 

De plus, la parabole est tournée vers le bas car 𝑎 = −2 < 0 

 

𝑓(0) =
(6 + 0)√36 − 02

2
= 18 

𝑓(6) =
(6 + 6)√36 − 62

2
= 0 

𝑓(3) =
(6 + 3)√36 − 32

2
=
9√27

2
=
27√3

2
 

L’aire du triangle 𝐴𝑀𝐶 est maximale lorsque 𝑀 est au milieu du segment [𝑂𝐵] et alle 

vaut 
27√3

2
 cm². 

  



Terminale b Contrôle n°2 
Spécialité Mathématiques - Calculatrice autorisée 

Enoncé du sujet B 

Correction de l'exercice 1. (4 points) 

Soit (𝑢𝑛) la suite définie par 𝑢0 = 0 et, pour tout entier naturel 𝑛 par  

𝑢𝑛+1 = √2 +
1

2
(𝑢𝑛)2 

1. Démontrer, par récurrence, que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 2√1 −
1

2𝑛
. 

2. En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
 

E
x
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e

 1
. 

1. 

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraie au rang 𝒏 = 𝟎 : 

2√1 −
1

20
= 2√1 − 1 = 0 = 𝑢0 

La propriété est vraie au rang 0. 
Hérédité : Soit 𝒏 ∈ ℕ, je suppose la propriété vraie au rang 𝒏 et je démontre 
qu’elle aussi vraie au rang 𝒏 + 𝟏. 

Je suppose que 𝑢𝑛 = 2√1 −
1

2𝑛
 où 𝑛 ∈ ℕ fixé 

𝑢𝑛+1 = √2 +
1

2
(𝑢𝑛)2 

𝑢𝑛+1 = √2 +
1

2
(2√1 −

1

2𝑛
)

2

 

𝑢𝑛+1 = √2 +
1

2
× 4 (1 −

1

2𝑛
) 

𝑢𝑛+1 = √2 +
4

2
−
4

2
×
1

2𝑛
 

𝑢𝑛+1 = √2 + 2 − 4 ×
1

2𝑛+1
 

𝑢𝑛+1 = √4 − 4 ×
1

2𝑛+1
= √4(1 −

1

2𝑛+1
) 

𝑢𝑛+1 = √4 × √1 −
1

2𝑛+1
= 2√1 −

1

2𝑛+1
 

La propriété est vraie au rang 𝑛 + 1. 
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie 
pour tous les rangs 𝒏 ∈ ℕ donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 2√1 −
1

2𝑛
 



2. 
(2𝑛)𝑛∈ℕ est une suite géométrique de raison 2 > 1 donc lim

𝑛→+∞
2𝑛 = +∞ 

Par conséquent, lim
𝑛→+∞

1

2𝑛
= 0 et donc lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 2  

 

Correction de l'exercice 2. (6 points) 

1. On étudie la fonction 𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

1 + 𝑥2
  définie sur ℝ. 

Démontrer que la fonction 𝑓 est monotone sur ℝ. 

2. Soit 𝑔 la fonction définie sur [0; +∞[ par : 𝑔(𝑥) = (1 − 2√𝑥)
4
. 

a) Démontrer que la fonction 𝑔 admet un extremum que l’on précisera. 
b) Déterminer l’équation de la tangente en 1. 
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 2
. 

1. 

La fonction 𝑓 est dérivable sur ℝ. 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

1 + 𝑥2
=
𝑢

𝑣
 

𝑢 = 𝑒−𝑥 𝑢′ = −𝑒−𝑥

𝑣 = 1 + 𝑥2 𝑣′ = 2𝑥
 

𝑓′(𝑥) =
𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
=
−𝑒−𝑥(𝑥2 + 1) − 𝑒−𝑥 × 2𝑥

(1 + 𝑥2)2
 

𝑓′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑥2 + 1 + 2𝑥)

(1 + 𝑥2)2
 

Méthode n°1 : 

𝑓′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑥 + 1)2

(1 + 𝑥2)2
 

or ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑒−𝑥 > 0 et  
(𝑥+1)2

(1+𝑥2)2
≥ 0 

 
J’en déduis que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) ≤ 0 

Méthode n°2 : 
𝑓′(𝑥) > 0 ⟺ 𝑥2 + 1 + 2𝑥 > 0 
 
∆= 22 − 4 × 1 × 1 = 4 − 4 = 0 
 
Le polynôme 𝑥2 + 1 + 2𝑥 n’admet qu’une seule 

racine 
−2

2
= −1. 

Le polynôme est du signe de 𝑎 = 1 > 0 
 
J’en déduis que ∀𝑥 ∈ ℝ,    𝑥2 + 1 + 2𝑥 ≥ 0 
or ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑒−𝑥 > 0 et  (1 + 𝑥2)2 > 0 
donc  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) ≤ 0 

La fonction 𝑓 est donc décroissante sur ℝ. 

2a. 

∀𝑥 ∈ [0;+∞[   𝑔(𝑥) = (1 − 2√𝑥)
4
= 𝑢4 

La fonction 𝑔 est dérivable sur ]0; +∞[ 

∀𝑥 ∈ ]0;+∞[   𝑢 = 1 − 2√𝑥   donc   𝑢′ = −2 ×
1

2√𝑥
=
−1

√𝑥
 

𝑔′(𝑥) = 4𝑢3 × 𝑢′ = 4(1 − 2√𝑥)
3
×
−1

√𝑥
=
−4(1 − 2√𝑥)

3

√𝑥
 

𝑔′(𝑥) > 0 ⟺ 1 − 2√𝑥 < 0   car   √𝑥 > 0 et − 4 < 0 

 ⟺ −2√𝑥 < −1 

 ⟺ √𝑥 > 
−1

−2
 

 ⟺ √𝑥 > 
1

2
 

 ⟺ 𝑥 > 
1

4
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 2
. 

 

𝑔 (
1

4
) = (1 − 2√

1

4
)

6

= 0 

La fonction 𝑔 admet un minimum qui vaut 0 en 1/4. 

2b. 

Equation de la tangente en 𝑎 : 𝑦 = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) 

𝑔(1) = (1 − 2√1)
4
= 1 

𝑔′(1) =
−4(1 − 2√1)

5

√1
= 4 

𝑦 = 4(𝑥 − 1) + 1 = 4𝑥 − 4 + 1 
𝑦 = 4𝑥 − 3 

 
 

Correction de l'exercice 3. (6 points) 

On étudie la suite (𝑣𝑛) définie par :  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 + 6𝑛 − 7  et   𝑣0 = 0. 
1. a) Démontrer, par récurrence que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑣𝑛 ≤ −6𝑛. 
 b) En déduire la limite de la suite (𝑣𝑛).  
2. a) Conjecturer une expression de 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛. 

def v(n): 

    v=0 

    for i in range(n): 

        v=2*v+6*i-7 

    return v 

 

def w(n): 

    return 1-6*n-v(n) 

 

for n in range(10): 

    print(n,"|",v(n),"|",w(n)) 

0 | 0 | 1 

1 | -7 | 2 

2 | -15 | 4 

3 | -25 | 8 

4 | -39 | 16 

5 | -61 | 32 

6 | -99 | 64 

7 | -169 | 128 

8 | -303 | 256 

9 | -565 | 512 

 b) Démontrez votre conjecture. 
 

-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 1

1

x

y
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 3
. 

1a. 

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraie au rang 𝒏 = 𝟎 : 
𝑣0 = 0

−6 × 0 = 0
} donc  𝑣0 ≤ −6 × 0 

La propriété est vraie au rang 0. 
 
Hérédité : Soit 𝒏 ∈ ℕ, je suppose la propriété vraie au rang 𝒏 et je démontre 
qu’elle aussi vraie au rang 𝒏 + 𝟏. 
Je suppose que 𝑣𝑛 ≤ −6𝑛 où 𝑛 ∈ ℕ fixé  

𝑣𝑛 ≤ −6𝑛 

2𝑣𝑛 ≤ −12𝑛 

2𝑣𝑛 + 6𝑛 − 7 ≤ −12𝑛 + 6𝑛 − 7 

𝑣𝑛+1 ≤ −6𝑛 − 7 

or  − 6𝑛 − 7 − [−6(𝑛 + 1)] = −6𝑛 − 7 + 6𝑛 + 6 = −1 ≤ 0 

donc  − 6𝑛 − 7 ≤ −6(𝑛 + 1) 

𝑣𝑛+1 ≤ −6(𝑛 + 1) 

La propriété est vraie au rang 𝑛 + 1. 
 
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie 
pour tous les rangs 𝒏 ∈ ℕ donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 ≤ −6𝑛  

1b. lim
𝑛→+∞

−6𝑛 = −∞  et    ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 ≤ −6𝑛    donc  lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = −∞  par comparaison.    

2a. 

J’observe que la 2e fonction Python, définit la suite (𝑤𝑛) par  
∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛 = 1 − 6𝑛 − 𝑣𝑛 

J’observe aussi, lorsque l’on affiche les termes que la suite (𝑤𝑛) est géométrique de 
raison 2. 
Je conjecture alors que ∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛 = 2

𝑛   et  𝑣𝑛 = 1 − 6𝑛 − 2
𝑛. 

2b. 

Méthode n°1 : Je démontre par récurrence que, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 1 − 6𝑛 − 2
𝑛 

 
Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraie au rang 𝒏 = 𝟎 : 

1 − 6 × 0 − 20 = 1 − 1 = 0 = 𝑣0 
La propriété est vraie au rang 0. 
 
Hérédité : Soit 𝒏 ∈ ℕ, je suppose la propriété vraie au rang 𝒏 et je démontre 
qu’elle aussi vraie au rang 𝒏 + 𝟏. 
Je suppose que 𝑣𝑛 = 1 − 6𝑛 − 2

𝑛 où 𝑛 ∈ ℕ fixé  

𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 + 6𝑛 − 7 

𝑣𝑛+1 = 2(1 − 6𝑛 − 2𝑛) + 6𝑛 − 7 

𝑣𝑛+1 = 2 − 12𝑛 − 2𝑛+1 + 6𝑛 − 7 

𝑣𝑛+1 = −5 − 6𝑛 − 2𝑛+1 

𝑣𝑛+1 = 1 − 6𝑛 − 6 − 2𝑛+1 

𝑣𝑛+1 = 1 − 6(𝑛 + 1) − 2𝑛+1 
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 3
. 

2b. 

La propriété est vraie au rang 𝑛 + 1. 
 
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie 
pour tous les rangs 𝒏 ∈ ℕ donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 1 − 6𝑛 − 2
𝑛 

Méthode n°2 : Je démontre que la suite (𝒘𝒏) est géométrique 
∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛 = 1 − 6𝑛 − 𝑣𝑛 

Soit 𝑛 ∈ ℕ,    𝑤𝑛+1 = 1 − 6(𝑛 + 1) − 𝑣𝑛+1 

𝑤𝑛+1 = 1 − 6𝑛 − 6 − (2𝑣𝑛 + 6𝑛 − 7) 

𝑤𝑛+1 = −6𝑛 − 5 − 2𝑣𝑛 − 6𝑛 + 7 

𝑤𝑛+1 = 2 − 12𝑛 − 2𝑣𝑛 

𝑤𝑛+1 = 2(1 − 6𝑛 − 𝑣𝑛) 

𝑤𝑛+1 = 2𝑤𝑛 

La suite (𝑤𝑛) est donc géométrique de raison 2 et 𝑤0 = 1 − 0 − 𝑣0 = 1 
J’en déduis que ∀𝑛 ∈ ℕ,𝑤𝑛 = 2

𝑛 = 1 − 6𝑛 − 𝑣𝑛 
donc, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 1 − 6𝑛 − 2

𝑛 

 

Correction de l'exercice 4. (4 points) 

On considère un cercle de centre 𝑂, de diamètre [𝐴𝐵] et de rayon 4 cm. Le point 𝑀 est un point mobile 
sur le segment [𝑂𝐵]. On trace la perpendiculaire à (𝐴𝐵) qui passe par le point 𝑀, l’un des points 
d’intersection avec le cercle est le point 𝐶. Pour tout 𝑥 ∈ [0; 4], posons 𝑂𝑀 = 𝑥 et notons 𝑓(𝑥) l’aire du 
triangle 𝐴𝑀𝐶.  

1. Démontrer que 𝑓(𝑥) =
(4 + 𝑥)√16 − 𝑥2

2
, ∀𝑥 ∈ [0; 4]. 

2. Existe-t-il une position de 𝑀 qui donne une aire maximale ? Si oui, combien 
vaut cette aire maximale ?   
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 4
. 

1. 

Soit 𝑥 ∈ [0; 4], 𝑂𝑀 = 𝑥 donc 𝐴𝑀 = 4 + 𝑥 

Le triangle 𝐴𝑀𝐶 est rectangle en 𝑀 son aire vaut donc  
𝐴𝑀×𝑀𝐶

2
. 

D’après le théorème de Pythagore dans le triangle 𝑂𝑀𝐶 rectangle en 𝑀 : 
𝑂𝐶2 = 𝑂𝑀2 +𝑀𝐶2 
⟺ 16 = 𝑥2 +𝑀𝐶2 

J’en déduis que : 

𝑓(𝑥) =
𝐴𝑀 ×𝑀𝐶

2
=
(4 + 𝑥)√16 − 𝑥2

2
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 4
. 

2. 

La fonction 𝑓 est dérivable sur [0; 4]. 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =
(4 + 𝑥)√16 − 𝑥2

2
=
𝑢 × 𝑣

2
 

𝑢 = 4 + 𝑥 𝑢′ = 1

𝑣 = √16 − 𝑥2 𝑣′ =
−2𝑥

2√16 − 𝑥2
=

−𝑥

√16 − 𝑥2
 

𝑓′(𝑥) =
𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′

2
=

1 × √16 − 𝑥2 + (4 + 𝑥) ×
−𝑥

√16 − 𝑥2

2
 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(√16 − 𝑥2 +

−𝑥(4 + 𝑥)

√16 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(
√16 − 𝑥2

2

√16 − 𝑥2
+
−𝑥(4 + 𝑥)

√16 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(
16 − 𝑥2 − 𝑥(4 + 𝑥)

√16 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(
16 − 𝑥2 − 4𝑥 − 𝑥2

√16 − 𝑥2
) 

𝑓′(𝑥) =
−2𝑥2 − 4𝑥 + 16

2√16 − 𝑥2
 

𝑓′(𝑥) > 0 ⟺ −2𝑥2 − 4𝑥 + 16 > 0   car  2√16 − 𝑥2 > 0 

∆= (−4)2 − 4 × (−2) × 16 = 144 > 0 
 
Le polynôme admet donc deux racines : 

𝑥1 =
4 − √144

−4
= 2   et  𝑥2 =

4 + √144

−4
= −4 < 0⏟    

exclu

 

De plus, la parabole est tournée vers le bas car 𝑎 = −2 < 0 

 

𝑓(0) =
(4 + 0)√16 − 02

2
= 8 

𝑓(4) =
(4 + 4)√16 − 42

2
= 0 

𝑓(2) =
(4 + 2)√16 − 22

2
=
6√12

2
=
12√3

2
= 6√3 

L’aire du triangle 𝐴𝑀𝐶 est maximale lorsque 𝑀 est au milieu du segment [𝑂𝐵] et elle 

vaut 6√3 cm². 

 


