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Terminale (=) Contréle n°(2)

Spécialité Mathématiques - Calculatrice autorisée
Enoncé du sujet A

Exercice 1. (4 points)

Soit (u,,) la suite définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n par

1
Upyr = |6+ §(un)2

7 7 1
» 1. Démontrer, par récurrence, que: Vn € N, u, = 3 /1 - —,
3Tl

» 2. En déduire la limite de la suite (u,).

Exercice 2. (6 points)

—X

» 1. On étudie la fonction f(x) = définie sur R.

x%+1
Démontrer que la fonction f est monotone sur R.
6
» 2. Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) = (1 — 2vVx) .
a) Démontrer que la fonction g admet un extremum que I'on précisera.
b) Déterminer I’équation de la tangente en 1.

Exercice 3. (6 points)

On étudie la suite (v,,) définie par: Vn €N, v,,; =2v, +4n—5 et v, = 0.
» 1. a) Démontrer, par récurrence que, pour toutn € N: v, < —4n.

b) En déduire la limite de la suite (v,,).
» 2. a) Conjecturer une expression de v, en fonction de n.

def v (n): O | 0 | 1
v=0 1| -5 1] 2
for 1 in range(n): 2 | =11 | 4
v=2*v+4*1-5 31 -19 | 8
return v 4 | =31 | 16
5 ] =51 | 32
def w(n): 6 | -87 | 64
return 1-4*n-v(n) 7 | =155 | 128
8 | -287 | 256
for n in range (10) : 9 | =547 | 512
print(n,"[",v(n),"|",w(n))

b) Démontrez votre conjecture.

Exercice 4. (4 points)

On considére un cercle de centre 0, de diametre [AB] et de rayon 6 cm. Le point M est
un point mobile sur le segment [OB]. On trace la perpendiculaire a (AB) qui passe par
le point M, I'un des points d’intersection avec le cercle est le point C. Pour tout x €

[0; 6], posons OM = x et notons f(x) I'aire du triangle AMC.

V36— C
w'vx € [0;6].

» 2. Existe-t-il une position de M qui donne une aire maximale ?
Si oui, combien vaut cette aire maximale ?

» 1. Démontrer que f(x) =

o




Terminale (=) Contréle n°(2)

Spécialité Mathématiques - Calculatrice autorisée
Enoncé du sujet B

Exercice 1. (4 points)

Soit (u,,) la suite définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n par

1
Upyp = |2+ E(un)z

7 14 1
» 1. Démontrer, par récurrence, que : Vn € N, u, = 2 ’1 - —.
ZT‘L

» 2. En déduire la limite de la suite (u,).

Exercice 2. (6 points)

—X

» 1. On étudie la fonction f(x) = définie sur R.

14 x2
Démontrer que la fonction f est monotone sur R.

» 2. Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) = (1 — 2&)4.
a) Démontrer que la fonction g admet un extremum que I'on précisera.
b) Déterminer I'équation de la tangente en 1.

Exercice 3. (6 points)

On étudie la suite (v,,) définie par: Vn €N, v,,; =2v, +6n—7 et v, = 0.
» 1. a) Démontrer, par récurrence que, pour toutn € N: v, < —6n.

b) En déduire la limite de la suite (v,,).
» 2. a) Conjecturer une expression de v, en fonction de n.

def v(n): O] 0| 1
v=0 1| -7 1 2
for 1 in range(n): 2 | =15 | 4
v=2*v+o*i-7 3 | -25 | 8
return v 4 | -39 | 16
5| -61 | 32
def w(n): 6 | -99 | 64
return 1-6*n-v(n) 7 1 -169 | 128
8 | =303 | 256
for n in range (10) : 9 | =565 | 512
print (n,"[",v(n),"[",w(n))

b) Démontrez votre conjecture.

Exercice 4. (4 points)

On considére un cercle de centre 0, de diametre [AB] et de rayon 4 cm. Le point M est
un point mobile sur le segment [OB]. On trace la perpendiculaire a (AB) qui passe par
le point M, I'un des points d’intersection avec le cercle est le point C. Pour tout x €

[0; 4], posons OM = x et notons f (x) I'aire du triangle AMC.

(4 + x)V16 — x2 c
2

» 2. Existe-t-il une position de M qui donne une aire maximale ?

» 1. Démontrer que f(x) =

Si oui, combien vaut cette aire maximale ?
1+




Terminale (=) Contréle n°(2)
Spécialité Mathématiques
Correction du sujet A

Correction de I'exercice 1. (4 points)

Soit (u,,) la suite définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n par

1
uM1=/6+§wa2

» 1. Démontrer, par récurrence, que : Vn € N, u,, = 3 /1 - 3i
» 2. En déduire la limite de la suite (u,,).

R

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraieaurangn = 0:

/ 1
3 [1-55=3VI-1=0=1u

La propriété est vraie au rang 0.

qu’elle aussi vraie aurang n + 1.

Je suppose que u,, = 3 /1 — 3% oun € N fixé
1 2
Upy1 = 6+ § (un)

1
Upyq = 6+§ 3 1_3_71
: 6+1X9<1 1)
Upt1 = - -
g | 1 " 3 3"
|
5]
o
2]

9 9 1
U1 = (6453 % 5y

3n+1

1 1
Unty = [9 =9I X 3n+1 = 9(1 - 3n+1)

1 1
un+1=‘/§><\/1—3n+1=3\/1—m

La propriété est vraie au rang n + 1.

un+1=\/6+3_9x

pour tous les rangs n € N donc

vn €N, u, =3 [1——

Hérédité : Soit n € N, je suppose la propriété vraie au rang n et je démontre

Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie




(3™)1en €st une suite géométrique de raison 3 > 1 donc lim 3™ = 400
2' n—+oo

. .1 .
Par conséquent, lim — = 0etdonc lim u, =3
n-+o 3 n-+o

g

Correction de I'exercice 2. (6 points)

e—x
x?+1
Démontrer que la fonction f est monotone sur R.
» 2. Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) = (1 — 2\/5)6.
a) Démontrer que la fonction g admet un extremum que I'on précisera.
b) Déterminer I'’équation de la tangente en 1.

définie sur R.

» 1. On étudie la fonction f(x) =

>

La fonction f est dérivable sur R.
e™* u

x24+1 v

Vx € R, flx) =
u=e”* u =-e"
v=x?+1 v =24
. uv—ur —e¥(x?+1)—e*x2x
v (x?2+1)
—e*(x?+ 1+ 2x)
(x2 + 1)

X

f1) =

Méthode n°2 :
ffx)>0=x2+1+2x>0

Méthode n°1 : A=22 —4x1X1=4—-4=0
) —e *(x + 1)?
f[(xX) =——F——

orVx ER,e™ >0et

2 . =2
@+D” 5 o racine — = —1.
(x2+41)2 2

J'en déduis que Vx € R, f'(x) <0

orVx ER,e™*>0et (x2+1)2>0
donc Vx € R, ffx)<0

Exercice 2.

La fonction f est donc décroissante sur R.

(x? +1)? Le polynéme x2 + 1 + 2x n’admet qu’une seule

Le polyndéme est du signedea =1 >0

J’en déduis que Vx €ER, x2+ 1+ 2x >0

vx € [0; +00[ g(x) = (1 —2vx)" = u®

La fonction g est dérivable sur ]0; +oo[
1 -1
Vx €]0;4+00[ u=1-2v/x donc u' = -2xX—=—
. [ 2Vx  Vx
5
5 —1 —6(1—2vx)

') =6u’ xu' =6(1—2Vx) x—==
9t (=2 7 N

gx)>0 < 1—-2vJx < 0 car Vx>0et —6<0
_2\/}
Vx>

Vx>

g ¢ 3
SN L

0

x >

A= N




g(z) \0/

6

(1)—121 =0
I\a) = 2] =

La fonction g admet un minimum qui vaut 0 en 1/4.

Equation de la tangenteena:y = f'(a)(x — a) + f(a)

o~ 6

3 g =(1-2v1) =1

2 .

5 o) = —6(1 - 2v1) e

& Vi
y=6(x—1)+1=6x—-6+1
y=6x—5

R

Correction de I'exercice 3. (6 points)

On étudie la suite (v,,) définie par: Vn €N, v, =2v, +4n -5 et v, =0.
» 1. a) Démontrer, par récurrence que, pour toutn € N: v, < —4n.

b) En déduire la limite de la suite (1,).
» 2. a) Conjecturer une expression de v, en fonction de n.

def v(n): O] 0| 1
v=0 1| -5 1] 2
for 1 in range(n): 2 | =11 | 4
v=2*v+4*i-5 31 -19 | 8
return v 4 | =31 | 16
5| =51 | 32
def w(n): 6 | -87 | 64
return 1-4*n-v(n) 7 | =155 | 128
8 | -287 | 256
for n in range (10): 9 | =547 | 512
print(n,"|",v(n),"|",w(n))

b) Démontrez votre conjecture.

g



Exercice 3.

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraieaurangn = 0:
Vo = 0 }d
onc vg < —4x0
—4x0=0 0
La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Soit n € N, je suppose la propriété vraie au rang n et je démontre
qu’elle aussi vraie aurang n + 1.
Je suppose que v,, < —4noun € N fixé

vy, < —4n
2v, < —8n
1a. 2vp, +4n -5 < —-8n+4n-5
Vpyr < —4n-5
or —4n—-5—-—[-4n+1)]=—-4n—-5+4n+4=-1<0
donc —4n—-5<-4(n+1)
Vpyr < —4(n+1)
La propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie
pour tous les rangs n € N donc
vn €N, v, < —4n
1b. lir}rn —4n=—o0 et Yn€N,y, < —4n donc lirp v, = —00 par comparaison.
n—->+0oo n—->+0oo
J'observe que la 2¢ fonction Python, définit la suite (w,,) par
vneN, w,=1—-4n—-v,
2a. | J'observe aussi, lorsque I'on affiche les termes que la suite (w,,) est géométrique de
raison 2.
Je conjecture alorsqueVn €N, w, =2" et v, =1—4n— 2™
Méthode n°1 : Je démontre par récurrence que, Vn € N,v, = 1 — 4n — 2"
Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraieaurangn = 0:
1-4x0-2°=1-1=0=v,
La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Soit n € N, je suppose la propriété vraie au rang n et je démontre
qu’elle aussi vraie au rang n + 1.
Je suppose que v,, = 1 — 4n — 2" oun € N fixé
Zb. Vpny1 = 2v,+4n-—5
Vper1 = 2(1—4n—-2")+4n-5
Vpyr = 2—-8n-2"144n-5
Vpy1 = —3—4n-—2"H1
Vpyr = 1—4n—4-—2"1

Vpyr = 1—4(Mn+1)-—2"1




La propriété est vraie au rang n + 1.

pour tous les rangs n € N donc
vneN, v, =1—-4n-2"

Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie

Méthode n°2 : Je démontre que la suite (w,,) est géométrique
vneN, w,=1-4n—-vy,

o Soitn€N, wpyy = 1—-4n+1)—vy4,
-S 2b. Wper = 1—4n—-4—-_Qv,+4n-75)
E Wpyr = —4n—-3-2v,—4n+5
Wpe1 = 2-—8n-—2vp,
Wpyr = 2(1—4n—w,)
Wnyr = 2Wy

La suite (w,,) est donc géométrique de raison 2 etwy =1—-0—v, =1
J’en déduis que Vvn € N,w, =2"=1—-4n -,
donc,vn € N,v, =1 —4n — 2"

R

Correction de I'exercice 4. (4 points)

On consideére un cercle de centre 0, de diametre [AB] et de rayon 6 cm. Le
point M est un point mobile sur le segment [OB]. On trace la perpendiculaire
a (AB) qui passe par le point M, I'un des points d’intersection avec le cercle
est le point C. Pour tout x € [0; 6], posons OM = x et notons f(x) I'aire du

triangle AMC.
(6 +x)V36 — x?
2

» 1. Démontrer que f(x) = ,Vx € [0; 6].

» 2. Existe-t-il une position de M qui donne une aire maximale ? Si oui,
combien vaut cette aire maximale ?

>

Soitx € [0; 6], OM = x doncAM =6 + x

Le triangle AMC est rectangle en M son aire vaut donc ailalily

0C? = OM? + M(C?
& 36 =x%+ MC?

Exercice 4.
-

J’en déduis que :
AM X MC (6 4+ x)V36 — x?

fe) =" s

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle OMC rectangle en M :




Exercice 4.

La fonction f est dérivable sur [0; 6].

(6+x)V36 —x* uxv
2 2

u=6+x u =1

—2x —X
v=436—x%2 v =

V36 —x2 V36 —x2
1 X V36 7 4+ (64 x) x =

Vx € R, flx) =

oo uvtur V36 — x2
Foo = _

' —1 _ 2 M

“’”‘2( 36-x +m>

ey = L(Y35= 7 x(6+%)
"2\ Vse—w  Vme-wm

o 1(36—x%—x(6+x)
ro =3 )
.« 1(36—x*—6x—x*
ro =3 =)
.« —2x?—6x+36
N

f/(x) >0 —2x2—6x+36>0 car 2¢/36 —x2>0
A= (—6)% — 4 x (=2) X 36 = 324 > 0

Le polyndme admet donc deux racines :

6 —V324 6 ++V324
X1 =———=3 et x; =———=-6<0
—4 —4 exclu
De plus, la parabole est tournée vers lebas cara = =2 < 0
x |0 3 6
fl@) + 0 -
18 0
6+ 0)V36 —02
£ =" )2 =18
(6+6)V36—62
f(6) = > =0
(6+3)V36—-32 9V27 27V3
f®3) = 2 T2 T2

L’aire du triangle AMC est maximale lorsque M est au milieu du segment [OB] et alle

273
vaut =—— cm?

>



Terminale (=) Contréle n°(2]
Spécialité Mathématiques - Calculatrice autorisée
Enonceé du sujet B

Correction de I'exercice 1. (4 points)

Soit (u,,) la suite définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n par

» 1. Démontrer, par récurrence, que : Vn € N, u,, = 2 ’1 — L

1
s = /2 +5 ()

2n’

» 2. En déduire la limite de la suite (u,,).

>

Exercice 1.

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraieaurangn = 0:

/ 1
2 [1-m=2T-T=0=1u

La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Soit n € N, je suppose la propriété vraie au rang n et je démontre
qu’elle aussi vraie aurang n + 1.

Je suppose que u,, = 2 fl — zin oun € N fixé
1 2
Uppr = |2+ E(un)

2 2 2"
1
Upt1 = 2+2_4XW

1 1
Upy1 = 4—4XW: 4(1—W)

1 1
un+1=ﬂx\/1_2n+1:2\/1_2n+1

La propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie
pour tous les rangs n € N donc

/ 1
vn € N, U, =2 1—2—n




(2™),,en €st une suite géométrique de raison 2 > 1 donc lim 2" = 400
2' n—+oo

. .1 .
Par conséquent, lim — = 0etdonc lim u, =2
n-+oo 2 n-+o

g

Correction de I'exercice 2. (6 points)

e—x
14 x?
Démontrer que la fonction f est monotone sur R.
4
» 2. Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) = (1 — 2Vx) .
a) Démontrer que la fonction g admet un extremum que l'on précisera.
b) Déterminer I'équation de la tangente en 1.

définie sur R.

» 1. On étudie la fonction f(x) =

>

La fonction f est dérivable sur R.
e™* u
Vx € R, xX) = = —
f&) 1+x%2 v

u=e”* u =-e"
v=1+x? v =2«
. uv—ur —e¥(x?+1)—e*x2x
v (1+x2?)
—e*(x? + 1+ 2x)
(14 x2)?

X

() =

Méthode n°2 :
ff[x)>0=x2+1+2x>0

Méthode n°1 : A=22 —4x1X1=4—-4=0
) —e *(x + 1)?
fl(xX) =—F——=5—

2
orVx ER,e*>0et (x+1)

(1+x2)2 —

. -2
racine — = —1.

J'en déduis que Vx € R, f'(x) <0

orVx ERe™*>0et (1+x2)%2>0
donc Vx € R, ffx)<0

Exercice 2.

La fonction f est donc décroissante sur R.

(1 + x?)? Le polynéme x? + 1 + 2x n’admet qu’une seule

Le polyndéme est du signedea =1 >0

J’en déduis que Vx ER, x2+1+2x >0

Vx € [0;+00] g(x) = (1— 2\/§)4 =u*
La fonction g est dérivable sur ]0; +oo[
1 -1
Vx €]0; +o] u=1—2Vx donc v' = -2 X——=—
] [ 2Vx  x
3
3 —1 —4(1-2Vx)
') = 4ud xu' = 4(1 - 2Vx) x—==

g'(x) ( ) N NG
24 Jgx)>0 o 1-2vx < 0 car Vx>0et —4<0
—2Jx <
Vx

Vx >

\Y
L

g ¢ 30

0

x >

A= N




g(z) \0/

6

(1)—121 =0
I\a) = 2] =

La fonction g admet un minimum qui vaut 0 en 1/4.

Exercice 2.

2b.

Equation de la tangenteena:y = f'(a)(x — a) + f(a)
g =(1-2v1) =1
—4(1-2v1)" .

"M1) =

9'(1) v
y=4x-1)+1=4x—-4+1
y=4x—3

R

Correction de I'exercice 3. (6 points)

On étudie la suite (v,,) définie par: Vn €N, v, =2v, +6n—7 et v, =0.
» 1. a) Démontrer, par récurrence que, pour toutn € N: v, < —6n.

b) En déduire la limite de la suite (v,).
» 2. a) Conjecturer une expression de v, en fonction de n.

def v(n): O] 0| 1
v=0 1| -7 1 2
for 1 in range(n): 2 | =15 | 4
v=2*v+o*i-7 3 | -25 | 8
return v 4 | -39 | 1o
5| -61 | 32
def w(n): 6 | -99 | 64
return 1-6*n-v(n) 7 1 =169 | 128
8 | =303 | 256
for n in range (10): 9 | =565 | 512
print(n,"|",v(n),"|",w(n))

b) Démontrez votre conjecture.

>



Exercice 3.

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraieaurangn = 0:
Vo = 0 }d
onc vg < —6x0
—6x0=0 0
La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Soit n € N, je suppose la propriété vraie au rang n et je démontre
qu’elle aussi vraie aurang n + 1.
Je suppose que v,, < —6noun € N fixé

vy, < —6n
2v, < —12n
1a. 2vp+bn—-7 < —l12n+6n-7
Upyr < —6n-—-7
or —6n—7—[-6(n+1)]=—-6n-7+6n+6=-1<0
donc —6n—-7<-6(n+1)
Vpyr < —6(n+1)
La propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie
pour tous les rangs n € N donc
vn e N, v, < —6n
1b. lir}rn —6n=—o et Yn€N,py, < —-6n donc lirp v, = —00 par comparaison.
n-+oo n—>+oo
J'observe que la 2¢ fonction Python, définit la suite (w,,) par
vneN, w,=1-6n-1,
2a. | J'observe aussi, lorsque I'on affiche les termes que la suite (w,,) est géométrique de
raison 2.
Je conjecture alorsqueVn €N, w, =2" et v, =1—6n— 2"
Méthode n°1 : Je démontre par récurrence que, Vn € N,v, = 1 — 6n — 2"
Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraieaurangn = 0:
1-6x0-2°=1-1=0=v,
La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Soit n € N, je suppose la propriété vraie au rang n et je démontre
qu’elle aussi vraie au rang n + 1.
Je suppose que v,, = 1 — 6n — 2" oun € N fixé
Zb. Vpns1 = 2v,+6n-—-7
Vppr1 = 2(1—-6n-2"+6n-7
Vpyr = 2-—12n—-2""14+6n-7
Vpyy = —5-—6n-—2""1
Vpyy = 1—6n-6-—2""1

Vpyr = 1—-6(m+1)-—2"1




La propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie
pour tous les rangs n € N donc
vneN, v, =1—-6n-2"

Méthode n°2 : Je démontre que la suite (w,,) est géométrique
vneN, w,=1-6n-1y,

o Soitn€N, wpyy = 1—-6n+1)—vy4,
-S 2b. Wy = 1—-6n—-6—Qv,+6n—-7)
E Wpyy = —6bn-—5-2v,—6n+7
Wpy1 = 2—12n-2v,
Wpyr = 2(1—6n—w,)
Wnyr = 2Wy

La suite (w,,) est donc géométrique de raison 2 etwy =1—-0—v, =1
J’en déduis que Vvn € N,w, =2"=1—-6n—1,
donc,vn € N,v, =1 —6n — 2"

o

Correction de I'exercice 4. (4 points)

On consideére un cercle de centre 0, de diametre [AB] et de rayon 4 cm. Le point M est un point mobile
sur le segment [OB]. On trace la perpendiculaire a (AB) qui passe par le point M, I'un des points

d’intersection avec le cercle est le point C. Pour tout x € [0; 4], posons OM = x et notons f(x) l'aire du
triangle AMC.

¢ ) (4 + x)V16 — x2
/ » 1. Démontrer que f(x) = > ,Vx € [0;4].
/
A )/ 8 P 2. Existe-t-il une position de M qui donne une aire maximale ? Si oui, combien

U vaut cette aire maximale ?
*

Soitx € [0;4], OM = x donc AM =4 + x
Le triangle AMC est rectangle en M son aire vaut donc

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle OMC rectangle en M :
1. 0C?* = 0M? + MC?
& 16 = x? + MC?

AMXMC

Exercice 4.

J’en déduis que :

AM X MC (44 x)V16 — x?

fo) === s




Exercice 4.

La fonction f est dérivable sur [0; 4].

(4+x)V16 —x?> uxv
Vx € R, flx) = =

2 2
u=4+x u =1
—2x —X
v=416—x%2 v =

C2V16—x2 V16 —x2
1X V16— 22 + (44 x) X —2

oo uvtur V16 — x2
flo)=—7p—= >

ooy 1 > —x(4+x)

o =3 (Vi )

Vi6— =2 V16—

1/16 —x? —x(4+x
ro =5 ()
, 1(16 —x? —4x — x?
ro =3 )

—2x% —4x + 16

2v16 — x2
ff(x) >0 —2x2—4x+16>0 car 2¢/16 —x2>0
A= (—4)? — 4 x (=2) X 16 = 144 > 0

£ = %(\/ 16 — x22 —x(4 + x))

f1) =

Le polyndme admet donc deux racines :

4 —+144 4 ++/144
X1=——=2 etx, =—=-4<0
—4 —4 exclu
De plus, la parabole est tournée vers le bascara = -2 < 0
r |0 2 4
f) + 0 -
6v3
)| 77
8 0
(4 +0)V16 — 07
f(0) = . =38
(4+4)V16 — 42
f@) = . =0
4+2)V16—22 6JV12 12V3
f(Z)z( )2 === =63

L’aire du triangle AMC est maximale lorsque M est au milieu du segment [OB] et elle

vaut 6v/3 cm?.

>



