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Terminale (=) Contréle n°(@)

Spécialité Mathématiques - Calculatrice autorisée
Enoncé du sujet

Exercice 1. (12 points)

Partie A : Soit la fonction g définie sur R par g(x) = e* + x + 1.

(1) Etudier les limites de la fonction g en +0 et —oo.

(2] Etudier le sens de variation de la fonction g sur R.

(3] Démontrer que I'équation g(x) = 0 n'admet qu’une et une seule solution notée a.
(4] Donner un encadrement de a a 1072,

(5] En déduire le signe de g(x) sur R.

Partie B:

xe”*

e* +1
On appelle C sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (0; ;).
(1] Etudier la limite de la fonction f en —co. Que peut-on en déduire ?
(2] Etudier la limite de la fonction f en +oo.
(8] a) On admet que f est dérivable sur R. Démontrer que Vx € R,
g(x)e”
fx) = T L 12
(e*+1)
b) En déduire le tableau de variations de la fonction f.
(4) Démontrer que f(a) = a + 1. En déduire un encadrement de f(a) a 1072,
(5] a) Démontrer que Vx € R,

Soit la fonction f définie sur R par f(x) =

-1
ex
x

fx)—x=
+

K|

b) En déduire lirIl (f(x) — x).
xXx—+00

Pour information : On dit que la droite y = x est une asymptote oblique a la
courbe C en +oo,

Exercice 2. (6 points)

2x% + 8

2x+3°
(1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire
les asymptotes éventuelles.

(2) Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.
(3) On définit la suite (u,) paruy, = 4 etvn € N, u,; = f(uy)
a) Démontrer, par récurrence, que Vn € N, 1 < u,,; <u, <4
b) La suite (u,,) est-elle convergente ? On justifiera sa réponse.
c) Déterminer la limite de la suite (u,,).

3
Soit f la fonction définie sur ]— > +00[ par: f(x) =

Exercice 3. (2 points)

Pour tout n € N*, on définit la fonction f sur R par: f(x) = x e™.

(1) Pour toutn € N*, étudier la convexité de la fonction f.

(2) Pour toutn € N*, on appelle u,, 'ordonnée du point d’inflexion de la courbe de la
fonction f(x) = x e™. Déterminer la limite de la suite (u,,). 4+



Terminale (=) Contréle n°(@)
Spécialité Mathématiques
Correction du sujet

Correction de l'exercice 1. (12 points)

Partie A : Soit la fonction g définie sur R par g(x) = e* + x + 1.

(1) Etudier les limites de la fonction g en +oo et —oo,
(2] Etudier le sens de variation de la fonction g sur R.
(3] Démontrer que I'équation g(x) = 0 n’admet qu'une et une seule solution notée a.
(4] Donner un encadrementde a a 1072.
(8] Endéduire le signe de g(x) sur R.
+
lim e* = 4+
X—>+00 d . _
. » donc, par somme, lim xX) = 400
lim x+1 =400 P 'x_>+oog()
A X—+ 00
® lim e*=0
X—>—00 d 3 —
. onc, par somme, lim g(x) = —o
lim x+1=—o0 P ,x—>—oog()
X——00
g est dérivable sur R.
VxER, g'(x)=e*+1>0care* >0
La fonction g est donc strictement croissante sur R.
A x —00 —+00
(2] ;
g9'(x) +
+00
= glz)| 7
= —00
-4 O lim g(x) = -0 <0
< X——00
A~ ® lim g(x) =+ >0
| A X—+00
Q @) © g est dérivable sur R donc elle est continue sur R
E O g est donc strictement croissante sur R
o D’apres le théoreme de valeurs intermédiaires, j’'en déduis que I'équation g(x) = 0
= admet une et une seule solution que I'on note a.
x Fix) * fix) x (x)
5 -3.993262053 -1.8 -0.6347011118 -1.3  -0.32746820697
4 -2.981684361 kel Ll T AT -1.23  -0.01472921691
3 -1.950212932 -l.8 -0.398103482 -1.28 -B.001952699547
A -2 -0.8646647168 Slhet] SRR R R -1.27 8.01883162178
@ 1 8.3678794412 -l.4 -0.1534030361 -1.26 0.0236540265
] 2 -1 3 e -1.25 0.036504 79686
1 4.718281828 -l.2 0.1011542118 -1.24 0.04938421794
1m oDonacch -1.1 @.232B710837 1 ma A memnnacTTco
—-1,28< a < —1,27
On a établi que :
T |—00 o] +0o0 L
On en déduit que :
f
A g'(z) T r |—00 a +oo
(5) 400
g(x) v g@)] — o +
—0Q
1+
Partie B:
xe*

Soit la foncti défini R = :
oit la fonction f définie sur R par f(x) pran)



On appelle C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; ;).

(1]
(2]
El

Etudier la limite de la fonction f en —oo. Que peut-on en déduire ?
Etudier la limite de la fonction f en +oo.
a) On admet que f est dérivable sur R. Démontrer que Vx € R,
) g(x)e*
fre) =2
(ex+1)
b) En déduire le tableau de variations de la fonction f.

(4) Démontrer que f(a) = a + 1. En déduire un encadrement de f(a) a 1072,
(8] a)Démontrer que Vx € R*,
-1
f(x) —X = ex 1
EE
b) En déduire lirp (f(x) — x).
X—>+4+00
Pour information : On dit que la droite y = x est une asymptote oblique a la courbe C en +oo.
sl
Par croissance comparée: lim xe* =0
X——00
lim xe* =0
B X—>—00 . . _
@ | lim e*+1= 1} donc, par quotient, xl_l)r_noof(x) =0
X——00
J’en déduis que la droite y = 0 est asymptote horizontale en —oo.
lim xe* = 400
xX—+00 :
liI;Ln pX 41 = +oo} FI par quotient
X—+00
Vx €R f(x) = xe*  xe*Xxe™
% x ’fx_oex+1_(ex+1)><e‘x
xe X
f(x)_e°+1><e‘x_1+e‘x
ligl X =+
X—+ 00 . . _
- xl_l)rfm 14e*=1 donc, par quotient, xl—l>gloof(x) = 400
25}
= xe* u
(=~ Vx € R = =—
< x S e*+1 v
A u=xe* u =1xe*+xe*=1+x)e*
: v=e*+1 v =e*
=
% () = u'v—uv'
33 f YT vz) X ( X ) X X
, 1+x)e*x(e*+1)—xe*xe
fx) = —
(e*+1)
£ = (e* + xe*)(e* + 1) — xe?*
B (e* +1)?
E ) = e?* + e* + xe?* + xe* — xe?*
A 2 (e* + 1)2
, e* +e* 4+ xe*
F') =51
e*(e*+1+x
Fro0 = % )
(e* + 1)
, g(x)e”
f'(x) = T L 12
(ex+1)
: g(x)e”
x) >0 —_— > 0




S glx) > 0 car (ex+1)2>
= x > a
T |—0 « 400
f@) - 0 +
0 +00
fla)
e e St St S I S S A S
O M
N = i
i i | i i | i |i | | i |
—:8 _:7 —:6 —:5 - -2 -1 . 1 2 $ 4 X

Je sais que :
ga)=0=e“*+a+1=0

Sef=—a-1

J’en déduis que :

fa) =
fa) =
fa) =

ae?®

e*+1
a(—a—1)

—a—1+1

a(—a—1)

—a

1

f(a)=a-l_-1

—-128< a < —1,27
S —-028<a+1<-0,27
= —0,28 < f(a) < —0,27

Vx € R¥,

f) —x =

f) —x =

xe
e*+1
xe* x(e*+1)

e*+1 e*+1

xe* —x(e*+1)
e*+1

xe* —xe* —x
e*+1

e*x+1
—X + X

(e*+1) +x

—_

X

2|
+
R




1
x

ex

lim —+—=+o0

X—>+00 X
x—+o00 €

lim

ex

lim — =4

xX—+o00 X

= 4o
1 donc, par somme,

lim —=0

xX—+o00 X
Par quotient, j’en déduis alors que

Par croissance comparée :
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2x% +8
2x +3°

4 etvVn € N, up,q = f(u,)
,quevneN, 1 <u,,  <u,<4

b) La suite (u,) est-elle convergente ? On justifiera sa réponse.

c) Déterminer la limite de la suite (u,).

O -
(1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire les asymptotes

3

Correction de l'exercice 2. (6 points)
2

’

, par recurrence

tuelles.
(2) Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

(8] On définit la suite (u,,) par u,

a) Démontrer

even

s

Soit f la fonction définie sur ]—




Exercice 2.

lim 2x?+8=125

x—>-3/2% . .
donc, par quotient, lim 2x+ 3 = +4o0
lin 2x+3 = 0* parq B2+
x——

J’en déduis que la droite x = — ; est asymptote verticale.

lirp 2x% + 8 = +oo
X—+00 .
m 2% +3 = 400 FI par quotient

xX—+00

2x2+8=x2(2+f_2)

2x + 3 x(2+%)
8

60 :x(Z +g?) :2x +3§

2+} 2+E

Vx ER*, f(x) =

] 8
lim 2x +—= +4o0

xowe x3 donc, par quotient, xlirllwf(x) = 400
lim 24+—-—=2
X—+o X
f est dérivable sur ]—%; +00[.
3 2x2+8 u
vr € ]_E‘J’oo[’f(x) ~2x+3 v

u=2x*+8 u =4x
v=2x+3 v =2

, u'v—uv
fo ="
F10x) = 4x(2x +3) — 2(2x? + 8)
(2x + 3)?
8x2% + 12x — 4x% — 16
f'(x) =
(2x + 3)?
( )_4x2+12x—16
F ) == 32
) > 0 4x% + 12x — 16
=
fix (2x + 3)?

S 4x2 +12x—16>0 car 2x +3)2>0
A= 122 —4 x4 x (—16) = 400 > 0
Il y a deux racines :

—12 — /400 3 —12 + V400 3
x1=—=—4€£]——;+00[ et xzz—zle]——;+00[
8 2 8 2
De plus,a = 4 > 0, j’en déduis que la parabole est tournée vers le haut, donc:
-3
T |5 1 +00
f@| - 0+
+00 +00
2+8
f)=5Z=—=2




Soitn € N, notons P(n) la propriété 1 < u,,; <u, <4
Démontrons que la propriété P (n) est vraie pour tout entier naturel n.

Initialisation : Je vérifie que la propriété est vraieaurangn = 0:

uO = 4‘

2x42+8 40
u1—f(uo)—f(4)—m—ﬁ~
donc,1 <u; <uy <4
La propriété est vraie au rang 0.

3,6

Hérédité : Soit n € N, je suppose la propriété vraie au rang n et je démontre
qu’elle aussi vraie au rang n + 1.
Je suppose que 1 < u,,1 < u, <4oun € N fixé

Uns1 = f(Un) et Upip = f(Upgq)
de plus, la fonction f est croissante sur [1; +oo[ et donc sur [1; 4]

Jen déduis que f(1) < f(up41) < fun) < f(4)

2x1%2+8 40
=ms’*n+2$“n+;0$ﬁ
:zgun+2Sun+1SH

= 1<uUp2 SUpy <4
La propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : J’en déduis, par le principe de récurrence, que la propriété est vraie

pour tous les rangs n € N donc
vn €N, 1<u i <u, <4

vn €N, u,,; <u, doncla suite (u,) est décroissante.
vn €N, 1< u, doncla suite (u,) est minorée par 1.
J’en déduis que la suite (u,,) est convergente.

La fonction f étant continue sur ]— > +00[, la limite de la suite (u,,) est solution de

I'équation f(x) = x
Soit e] >y [ tel que 218
—— 400 =
oit x 5 ) elque ————=x
& 2x2+8=x(2x+3)
& 2x%2+8=2x%+3x

< 8 = 3x
8

S x ==
*=3

J'en déduis que lim u, ==
n—+oo 3




from math import *
def f£(x):

return (2*x**2+8)/ (2*x+3)

u=4

for 1 in range(21):
print (u)
u=f (u)

.6363636363636362
.353177795655671
.140993792340296
.987688116800561
.8803873947655054
.8072018375859398
.7582599109412724
.7259955895317463
.7049370289127843
.6912850900194165
.682474514208895
.676805197819091
.673164186086828
.670828721030664
.6693318766470724

.668373014390747
.667758980671288
.6673658506907563
.6671141866723542
.6669530967721355

NDNNONNNNODNDNDNNONNNNDNNDNDNDNDNNDNODNDWWWS

>

Correction de l'exercice 3. (2 points)

Pour tout n € N*, on définit la fonction f sur R par: f(x) = x e™.
(1) Pour toutn € N*, étudier la convexité de la fonction f.

(2) Pourtoutn € N on appelle u,, 'ordonnée du point d’inflexion de la courbe de la fonction
f(x) = x e™. Déterminer la limite de la suite (u,,).

>

Exercice 3.

Soitn € N, f est dérivable sur R:
VxER, fl(x) =1%X e +xe™ xn
') =1 +nx)e™

f' est dérivable sur R :

VxER, f"(x) =nxe™+(1+nx)e™xn
f"(x) =[n+n1+nx)le™

f"(x) = (m+n+n?x)e™

f"(x) = 2n + n?x)e™

f"(x) =ne™ (2 + nx)

f'"x)>0 < ne™R2+nx) > 0
= 24+nx > 0 car ne™ >0
= nx > -2
2
= x > - carn>0

J'en déduis la convexité de la courbe de f :

T —0Q _r—lz 400

)| - 0+

f(z) |concave|convexe

Soitn € N*, la courbe de f admet un point d’inflexion d’abscisse — %

J’en déduis que

2 2 2
X__
1ln = f‘(——-—) = ——X eTl n
n n
—2e7%2 =2
u = —_— —
" n nez ,
J'en déduis que lim u, = lim — =10
n—-+oo n—+oo ne

>



