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Terminale (=) Contréle n°(8]
Spécialité Mathématiques
Enoncé du sujet A

Exercice 1. (6 points)

On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur I'intervalle ]0; +oo[ vérifiant
I’équation différentielle (E): xf'(x) =2x—1) f(x) +6.

» 1. Résoudre I'’équation différentielle (E') : y' = 2y + 6.

» 2. On définit, sur I'intervalle ]0; +oo[, la fonction g par g(x) = x X f(x).

a) Exprimer g’ en fonction de f".

b) Démontrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si la fonction g est solution de (E").

» 3. En déduire toutes les solutions de (E).

» 4. Déterminer la fonction f solution de (E) qui vérifie f (%) = 0.

Exercice 2. (10 points) Pharmacocinétique

On s’intéresse a une maladie dégénérative de I'ceil qui occasionne des troubles de la vision. Afin de freiner son
évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie I'évolution de la quantité des principes actifs
On s’intéresse a une maladie dégénérative de I'ceil qui occasionne des troubles de la vision. Afin de freiner son
évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie I'évolution de la quantité des principes actifs
présents dans le sang en fonction du temps.

Le traitement consiste a faire absorber au malade par voie orale un médicament qui libére peu a peu le principe
actif qui passe dans le sang. 1l est efficace lorsque la quantité de principe actif est supérieure ou égale a 5 mg. On
admet qu’a I'instant t = 0 la quantité de principe actif présente dans le sang est de 1 mg.
» 1. Résolution d’'une équation différentielle
L’évolution en fonction du temps (exprimé en heures), de la quantité de principe actif présente dans le sang
apres absorption (exprimée en mg) est modélisée par une fonction vérifiant I'équation différentielle :
(E) y +0,1y = 2e7 01t

ou y est une fonction de la variable t, définie et dérivable sur [0; +oo].

a. Déterminer les solutions sur [0; +oo[ de I'équation (Eg) : ' + 0,1y = 0.

b. Soit h la fonction définie sur [0; +oo[ par h(t) = 2t e~ %1t

Vérifier que h est une solution particuliére de (E).

c. Démontrer que f est solution de (E) si, et seulement si (f — h) est solution de (Ej).

d. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

e. Déterminer la solution f de (E) correspondant au probléme posé.

» 2. Etude d’une fonction
Soit la fonction f définie pour tout t de l'intervalle [0; +oo[ par f(t) = (2t + 1) e~ %1t,
a. Déterminer la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement cette limite.
b. Etudier, en justifiant chaque étape, le tableau des variations de f sur [0; +o].
c. Démontrer que I'équation f(t) = 5 admet exactement deux solutions sur [0; +oo[ et en donner une valeur
approchée au dixiéme.

» 3. Application

a. Au bout de combien de temps la quantité de principe actif dans le sang sera-t-elle maximale ?

b. Sur quel intervalle de temps le médicament sera-t-il efficace ?

c. En intégrant par parties, démontrer que I = f024(2t + 1) e 91 dt = 210 — 690 e~ %*. En déduire la
quantité moyenne de principe actif présente dans le sang entre 0 et 24 h. On arrondira le résultat au dixiéme.

Exercice 3. (4 points)

Soient f et g deux fonctions définies sur ]0; +oo[ par f(x) =4—x et g(x) = %

On note % et % les courbes représentatives respectivement des fonctions f et g dans un
repére orthogonal (0;7; J).

» 1. Résoudre f(x) > g(x) sur ]0; +ool.

» 2. Calculer une valeur exacte de I'aire qui sépare les deux courbes %f et %.
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Terminale (=) Contréle n°(8]
Spécialité Mathématiques
Enoncé du sujet B

Exercice 1. (6 points)

On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur I'intervalle ]0; +oo[ vérifiant
I’équation différentielle (E): xf'(x) =Bx—1) f(x) +09.

» 1. Résoudre I'’équation différentielle (E') : y' =3y + 9.

» 2. On définit, sur I'intervalle ]0; +oo[, la fonction h par h(x) = x X f(x).

a) Exprimer h' en fonction de f".

b) Démontrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si la fonction h est solution de (E").

» 3. En déduire toutes les solutions de (E).

» 4. Déterminer la fonction f solution de (E) qui vérifie f (%) = 0.

Exercice 2. (10 points) Pharmacocinétique

On s’intéresse a une maladie dégénérative de I'ceil qui occasionne des troubles de la vision. Afin de freiner son
évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie I'évolution de la quantité des principes actifs
On s’intéresse a une maladie dégénérative de I'ceil qui occasionne des troubles de la vision. Afin de freiner son
évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie I'évolution de la quantité des principes actifs
présents dans le sang en fonction du temps.

Le traitement consiste a faire absorber au malade par voie orale un médicament qui libére peu a peu le principe
actif qui passe dans le sang. 1l est efficace lorsque la quantité de principe actif est supérieure ou égale a 5 mg. On
admet qu’a I'instant t = 0 la quantité de principe actif présente dans le sang est de 1 mg.
» 1. Résolution d’'une équation différentielle
L’évolution en fonction du temps (exprimé en heures), de la quantité de principe actif présente dans le sang
apres absorption (exprimée en mg) est modélisée par une fonction vérifiant I'équation différentielle :
(E) y +0,1y = 2e7 01t

ou y est une fonction de la variable t, définie et dérivable sur [0; +oo].

a. Déterminer les solutions sur [0; +oo[ de I'équation (Eg) : ' + 0,1y = 0.

b. Soit h la fonction définie sur [0; +oo[ par h(t) = 2t e~ %1t

Vérifier que h est une solution particuliére de (E).

c. Démontrer que f est solution de (E) si, et seulement si (f — h) est solution de (Ej).

d. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

e. Déterminer la solution f de (E) correspondant au probléme posé.

» 2. Etude d’une fonction
Soit la fonction f définie pour tout t de l'intervalle [0; +oo[ par f(t) = (2t + 1) e~ %1t,
a. Déterminer la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement cette limite.
b. Etudier, en justifiant chaque étape, le tableau des variations de f sur [0; +o].
c. Démontrer que I'équation f(t) = 5 admet exactement deux solutions sur [0; +oo[ et en donner une valeur
approchée au dixiéme.

» 3. Application

a. Au bout de combien de temps la quantité de principe actif dans le sang sera-t-elle maximale ?

b. Sur quel intervalle de temps le médicament sera-t-il efficace ?

c. En intégrant par parties, démontrer que I = f024(2t + 1) e 91 dt = 210 — 690 e~ %*. En déduire la
quantité moyenne de principe actif présente dans le sang entre 0 et 24 h. On arrondira le résultat au dixiéme.

Exercice 3. (4 points)

4
=
On note % et % les courbes représentatives respectivement des fonctions f et g dans un

Soient f et g deux fonctions définies sur ]0; +oo[ par f(x) =5—x et g(x) =

repére orthogonal (0;7; J).
» 1. Résoudre f(x) > g(x) sur ]0; +ool.
» 2. Calculer une valeur exacte de I'aire qui sépare les deux courbes %f et %.
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Terminale (=) Contréle n°(8]
Spécialité Mathématiques
Correction du sujet A

Correction de I'exercice 1. (6 points)

On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur I'intervalle ]0; +oo[

vérifiant 'équation différentielle (E): xf'(x) = 2x—-1) f(x) + 6.
» 1. Résoudre I'équation différentielle (E') : y' =2y + 6.

» 2. On définit, sur l'intervalle ]0; +oo[, la fonction g par g(x) = x X f(x).
a) Exprimer g’ en fonction de f'.

b) Démontrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si la fonction g est solution de (E').
» 3. En déduire toutes les solutions de (E).

» 4. Déterminer la fonction f solution de (E) qui vérifie f (%) =0.

1

Exercice 1.

L’équation différentielle (E') :

Vx €]0; 4+, y(x) =Ce* —==Ce?*-30uC €R

" = 2y 4+ 6 admet pour solution les fonctions

2a.

Vx € ]0; +oof, g(x) =x X f(x)
g x)=1Xf(x)+xXf'(x)=f(x)+xf'(x)

2b.

Condition nécessaire : Je suppose que f est solution de (E)
donc,Vx € 10; 4+, xf'(x)=QQ2x—-1) f(x)+6

or g'(x) = f(x) + xf'(x)
gx)=f)+2x-1) f(x)+6
gx)=Qx—-1+1) f(x)+6
9'(x) =2xf(x) +6
gx)=2g(x)+6
donc g est solution de (E")

Condition suffisante : Je suppose que g est solution de (E')
donc, Vx € ]0; +oo[, g'(x) =2g(x) +6

or g'(x) = f(x) +xf"(x)
f@) +xf'(x) =2xf(x) + 6
= xf'(x) =2xf(x) +6 — f(x)
Sxf'x)=Q2x—-1) f(x)+6
donc f est solution de (E)

Les solutions de (E") sont les fonctions :
vx €]0;+[, g(x)=Ce** —30uCE€ER

Les fonctions f solution de (E) sont donc les fonctions qui vérifient

vx €]0;+o, g(x) =x X f(x) =Ce?* -3

Ce?* -3
‘:’f(x)=eT




S (Ce—3=0

S0 =-
e
Exgzx_g 362x—1_3

Vx € ]0; +oo[, f(x) = € " = "

g

Correction de I'exercice 2. (10 points) Pharmacocinétique

On s’'intéresse a une maladie dégénérative de I'ceil qui occasionne des troubles de la vision. Afin de
freiner son évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie I’évolution de la quantité
des principes actifs On s’intéresse a une maladie dégénérative de I'eeil qui occasionne des troubles de
la vision. Afin de freiner son évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie
’évolution de la quantité des principes actifs présents dans le sang en fonction du temps.

Le traitement consiste a faire absorber au malade par voie orale un médicament qui libere peu a peu
le principe actif qui passe dans le sang. Il est efficace lorsque la quantité de principe actif est
supérieure ou égale a 5 mg. On admet qu’a l'instant t = 0 la quantité de principe actif présente dans le
sang est de 1 mg.
» 1. Résolution d’'une équation différentielle
L’évolution en fonction du temps (exprimé en heures), de la quantité de principe actif présente dans le
sang apres absorption (exprimée en mg) est modélisée par une fonction vérifiant I’équation
différentielle :
(E) y +0,1y = 2701t

ou y est une fonction de la variable t, définie et dérivable sur [0; +oo.

a. Déterminer les solutions sur [0; +oo[ de I'équation (Eg) : y' + 0,1y = 0.

b. Soit h la fonction définie sur [0; +oo[ par h(t) = 2t e %1,

Vérifier que h est une solution particuliére de (E).

c. Démontrer que f est solution de (F) si, et seulement si (f — h) est solution de (Ej).

d. En déduire 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E).

e. Déterminer la solution f de (E) correspondant au probléme posé.

» 2. Etude d’une fonction
Soit la fonction f définie pour tout t de I'intervalle [0; +oo[ par f(t) = (2t + 1) e~ %1t,
a. Déterminer la limite de f en +oco. Interpréter graphiquement cette limite.
b. Etudier, en justifiant chaque étape, le tableau des variations de f sur [0; +oo.
c. Démontrer que I'équation f(t) = 5 admet exactement deux solutions sur [0; +o[ et en donner
une valeur approchée au dixieme.

» 3. Application

a. Au bout de combien de temps la quantité de principe actif dans le sang sera-t-elle maximale ?

b. Sur quel intervalle de temps le médicament sera-t-il efficace ?

c. En intégrant par parties, démontrer que I = f024(2t + 1) e7%dt = 210 — 690 e~?*. En déduire
la quantité moyenne de principe actif présente dans le sang entre 0 et 24 h. On arrondira le résultat au
dixieme.

*



Exercice 2.

1a.

(Eo):y ' +01y=0
=y ' =-01y
Les solutions sont les fonctions définies par :
Vvt € [0;+oo], y(t) =Ce %toucC € R

1b.

vt € [0; +oo[, h(t) = 2t e Ot

h est dérivable sur [0; +oo[ et h'(t) = 2 e~ %1 + 2t x (—0,1 e7%1F)
h'(t) =2e %t — 0,2t e 01t

h'(t) = (2 —0,2t ))e %1t

Par conséquent

h'(t) + 0,1h(t) = (2 — 0,2t )e O + 0,1 x 2t e 01¢

R'(t) + 0,1h(t) = (2 — 0,2t )e %1t 4+ 0,2t =01t

h'(t) + 0,1h(t) = (2 — 0,2t + 0,2t)e~ %1t

h'(t) + 0,1h(t) = 2e~ 01t

donc h est une solution particuliére de (E)

1c.

Condition nécessaire : Je suppose que f est solution de (E)
donc, Vt € ]0; +oo[, f'(t) + 0,1f(t) = 2e7%1

or h'(t) + 0,1h(t) = 291t
donc f'(£) + 0,1f(t) — (R'(t) + 0,1h(t)) = 2e~%1t — 2¢701¢
= f'()+0,1f(t) —h'(t) —0,1h(t) =0
S fFO-hr®)+01(f)—h®) =0

S (f-NO+01(f-n@E) =0
donc (f — h) est solution de (E,)

Condition suffisante : Je suppose que (f — h) est solution de (E,)
donc, Vt € ]0; +oof, (f—h)'(t) +0,1(f —h)(t) =0
< f'(t)+0,1f(t) —h'(t) —0,1h(t) =0
< f'(t) +0,1f(t) = h'(t) + 0,1h(t)

or h'(t) + 0,1h(t) = 291t
donc f'(t) + 0,1f(¢t) = 2e~%1¢
donc f est solution de (E)

1d.

Onaalors, Vt € ]0; +oo[, (f —h)(t) = f(t) — h(t) = C e 1t
Par conséquent, les solutions de (E) sont les fonctions
f(®) =Ce %t + h(t)
f(t) =Ce %t + 2te™0

le.

f(0)=1
Ce®+2x0=1
sSc=1
Vvt € ]0; +oof, f(t) =1 x e %1t + 2te 01 = (2t + 1) e 01




2a.

lim 2t +1 = 4o
t_’Jlrioron o0t — FI par produit
t—>+o0

or lim xe*

X—>—00

=0
et vVt € ]0; +oo, f(t) = (2t +1) e 0
f(t) =2te 01t =01
f(t) =—-20X% (—0’1 e—O,lt) + e—O,lt

tlim —0,1e %t =0

—+00 . _
lim e-01t = 0 donc, par somme, tEE,nmf(t) =0
t—>+o0

On peut en déduire que la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation
y = 0.

o0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 x

2b.

Vt € [0; +oo[, f(t) = (2t + 1) e~ %1¢
f estdérivable sur [0; +oo

vVt € [0;4oo[, f'(t) = 2e % + (2t + 1) X (0,1 e~%1%)
f'(t) =2e %1t — (0,2t + 0,1) x e~ 1t
f'(t) =(2-0,2t —0,1)e %1t
f'(t) =(1,9-0,2t)e %1t
f'@® >0
< (1,9 -0,2)e” %t >0
& 1,9-0,2t>0 car e %1t >0
s —-0,2t > -1,9

-1,9
St m
S t<95
t |0 9,5 400
rol o+ 0 -
‘o 20e 09
— 3




2c.

f(0)=1<5
f(2)=20e7%%~7,73>5
tliT ftH)=0<5

De plus, la fonction f est dérivable et donc continue sur [0; +oo.

D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, 'équation f(t) = 5 admet donc au
moins une solution dans l'intervalle [0; 9,5] et au moins une solution dans l'intervalle
dans [9,5; +oo.

Enfin, puisque f est strictement croissante sur [0; 9,5] et strictement décroissante sur
[9,5; + o], ces solutions sont uniques sur chaque intervalle que I'on note a et 8

X Y1 A Y1
2.79 | 4.978 21.89 | 5.0166
2.8 4.9882 21.9 | s.0139
2.81 | 4.9983 21.91 | 50111
2.82  WECTLL 21.92 | 5.0083
2.83 | 5.e184 21.93 | 5.0055
2.84 5.0285 21.94 | 5.0028
2.85 | 5.0385 21.95
2.86 | 5.0485 21.96 | 4.9972
2.87 | 5.0584 21.97 | 4.9945
2.88 | 5.0684 21.98 | 4.9917
2.89 | 5.6783 21.99 | 4.9889

Y1=5.0083772652997 Y1=4.99999941157@5

281 < a<282 donc a = 2,8
21,94 < f < 21,95 donc B = 21,9

3a.

La quantité de principe actif dans le sang sera maximale au bout de 9,5 heures et elle
vaut 7,73 mg.

3b.

Le médicament sera efficace entre la 2,8¢ heure et la 21,9¢ heure soit pendant 19
heures environ.

3c.

24
I = (2t+1)e‘0'1tdt=fu’v
0
1
1 ,—0,1t — -0,1t
u e u _0'1e
v=2t+1 v =2
1 24 24 9
=l [ = (o ()| - [M oo
[u v] fuv [( +1) —O,1e . . _0’1e

24
[ =[-10 (2t + 1)e~*1t]2* + f 20 e 01t d¢
0

I = —490e™2* + 10e° + [_—O T e‘O'”]

[ = —490e™2* + 10e° + [—200 e~ 01t]2
I = —490e™2* + 10 — 200 e~%* + 200 e°
[ =—690e~2% + 210

La quantité moyenne de principe actif présente dans le sang entre 0 et 24 h est alors
1, —-690e~24+210

24 24 ~ 6,1 mg

>

Correction de I'exercice 3. (4 points)

Soient f et g deux fonctions définies sur |0; +oo[ par f(x) =4—x et gx) =
On note %f et % les courbes représentatives respectivement des fonctions f et g
dans un repére orthogonal (0;T; ).

» 1. Résoudre f(x) > g(x) sur ]0; +ool.

» 2. Calculer une valeur exacte de 'aire qui sépare les deux courbes %f et %.

3
-

>




Exercice 3.

f(x)>g(x%
<:)4—x>;

S4x —x>>3 carx>0
& —x244x-3>0
A=16—-4Xx3=16—-12=4>0

—4 -2 —4+2
X, = = =3 et x, = = =1
De plus, la parabole est tournée vers le bas car a = —1 < 0 donc
z 0 1 3 +00
— 2 _ — _
r°+4x—3 <) + ¢

En définitive, f(x) > g(x) a pour solution l'intervalle |1; 3|

Pour calculer 'aire entre les deux courbes, il faut donc calculer
3 3 3

[ reax = [ geodx = [ (re - gG)a
3 3 3 3

fl f(x)dx —fl gx)dx = fl (4 —x —;) dx
3 3 xz 3

f f(x)dx — f gx)dx = l4x —5 - 3 ln(x)l

13 13 9 1 1

f f(x)dx — f gx)dx =12 — >~ 3In(3) — (4 -3~ 31n(1))
3 3 15 7

f f(x)dx — f gx)dx = Ch 3In(3) — 3
3 3

f f(x)dx — f g(x)dx =4 —31In(3)

M

—4 -2 @

I?lf{xj—g{ledx = §.704163134

>



Terminale (=) Contréle n°(8]
Spécialité Mathématiques
Correction du sujet B

Correction de I'exercice 1. (6 points)

On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur I'intervalle ]0; +oo[

vérifiant 'équation différentielle (E): xf'(x) =Bx—-1) f(x) +09.
» 1. Résoudre I'équation différentielle (E') : y' =3y + 0.

» 2. On définit, sur I'intervalle ]0; +oo[, la fonction h par h(x) = x X f(x).
a) Exprimer h’ en fonction de f".

b) Démontrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si la fonction h est solution de (E").
» 3. En déduire toutes les solutions de (E).

» 4. Déterminer la fonction f solution de (E) qui vérifie f G) =0.

1

Exercice 1.

L’équation différentielle (E') :

=Ce3* —-30uCER

y
9
Vvx € ]0; +oof, y(x) =Ce3* ~3

" = 3y + 9 admet pour solution les fonctions

2a.

Vx € ]10; +oof, h(x) =x X f(x)
R(x) =1Xf(x)+x X f'(x) = f(x) +xf'(x)

2b.

Condition nécessaire : Je suppose que f est solution de (E)
donc, Vx € 10;+o, xf'(x) =Bx—1) f(x)+9

or h'(x) = f(x) + xf'(x)
R(x)=f(x)+@Bx—1) f(x) +9
K(x)=Bx—-1+1) f(x)+9
h'(x) =3xf(x)+9
h'(x) =3 h(x)+9
donc h est solution de (E")

Condition suffisante : Je suppose que h est solution de (E")
donc, Vx € ]0; +o[, h'(x) =3 h(x)+9

or h'(x) = f(x) + xf"(x)
f@) +xf'(x) =3xf(x) +9
S xf'(x) =3xf(x) +9 — f(x)
=xf'x)=CBx—1) f(x)+9
donc f est solution de (E)

Les solutions de (E") sont les fonctions :
Vx €]0;+o[, h(x) =Ce3* —30uC€ER

Les fonctions f solution de (E) sont donc les fonctions qui vérifient

vx € ]0;+o[, h(x) =x X f(x) =Ce3* -3

Ce3* -3
& fx) =——7—




1
Ce¥3-3

1
3 1
3
4 = (Ce—3=0
0 =-
e
3

=xe3* -3 3p3-1_3
Vx € ]0, +OO[’f(x) =€ . =

R

Correction de I'exercice 2. (10 points) Pharmacocinétique

On s’intéresse a une maladie dégénérative de I'ceil qui occasionne des troubles de la vision. Afin de
freiner son évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie I’évolution de la quantité
des principes actifs On s’intéresse a une maladie dégénérative de I'ceil qui occasionne des troubles de
la vision. Afin de freiner son évolution, un traitement est possible. Dans cet exercice, on étudie
I'évolution de la quantité des principes actifs présents dans le sang en fonction du temps.

Le traitement consiste a faire absorber au malade par voie orale un médicament qui libere peu a peu
le principe actif qui passe dans le sang. Il est efficace lorsque la quantité de principe actif est
supérieure ou égale a 5 mg. On admet qu’a I'instant t = 0 la quantité de principe actif présente dans le
sang est de 1 mg.
» 1. Résolution d’une équation différentielle
L’évolution en fonction du temps (exprimé en heures), de la quantité de principe actif présente dans le
sang apres absorption (exprimée en mg) est modélisée par une fonction vérifiant I'équation
différentielle :
(E) y+0,1y = 2701t

ou y est une fonction de la variable t, définie et dérivable sur [0; +oo.

a. Déterminer les solutions sur [0; +oo[ de I’équation (Ey) : y' + 0,1y = 0.

b. Soit h la fonction définie sur [0; +oo[ par h(t) = 2t e~ %1t

Vérifier que h est une solution particuliere de (E).

c. Démontrer que f est solution de (F) si, et seulement si (f — h) est solution de (Ej).

d. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

e. Déterminer la solution f de (E) correspondant au probléme posé.

» 2. Etude d’une fonction
Soit la fonction f définie pour tout ¢ de l'intervalle [0; +oo[ par f(t) = (2t + 1) e~ %1t,
a. Déterminer la limite de f en +oco. Interpréter graphiquement cette limite.
b. Etudier, en justifiant chaque étape, le tableau des variations de f sur [0; +oo].
c. Démontrer que I'équation f(t) = 5 admet exactement deux solutions sur [0; +oo[ et en donner
une valeur approchée au dixieme.

» 3. Application
a. Au bout de combien de temps la quantité de principe actif dans le sang sera-t-elle maximale ?
b. Sur quel intervalle de temps le médicament sera-t-il efficace ?

c. En intégrant par parties, démontrer que I = f024(2t +1) e7%dt = 210 — 690 e~?*, En déduire
la quantité moyenne de principe actif présente dans le sang entre 0 et 24 h. On arrondira le résultat au
dixieme.

o



Exercice 2.

1a.

(Eo):y ' +01y=0
=y ' =-01y
Les solutions sont les fonctions définies par :
Vvt € [0;+oo], y(t) =Ce %toucC € R

1b.

vt € [0; +oo[, h(t) = 2t e Ot

h est dérivable sur [0; +oo[ et h'(t) = 2 e~ %1t + 2t x (—0,1 e7%1F)
h'(t) =2e %t — 0,2t e 01t

h'(t) = (2 —0,2t ))e %1t

Par conséquent

h'(t) + 0,1h(t) = (2 — 0,2t )e O + 0,1 x 2t e 01¢

R'(t) + 0,1h(t) = (2 — 0,2t )e %1t 4+ 0,2t =01t

h'(t) + 0,1h(t) = (2 — 0,2t + 0,2t)e~ %1t

h'(t) + 0,1h(t) = 2e~ 01t

donc h est une solution particuliére de (E)

1c.

Condition nécessaire : Je suppose que f est solution de (E)
donc, Vt € ]0; +oo[, f'(t) + 0,1f(t) = 2e7%1

or h'(t) + 0,1h(t) = 291t
donc f'(£) + 0,1f(t) — (R'(t) + 0,1h(t)) = 2e~%1t — 2¢701¢
= f'()+0,1f(t) —h'(t) —0,1h(t) =0
S fFO-hr®)+01(f)—h®) =0

S (f-NO+01(f-n@E) =0
donc (f — h) est solution de (E,)

Condition suffisante : Je suppose que (f — h) est solution de (E,)
donc, Vt € ]0; +oof, (f—h)'(t) +0,1(f —h)(t) =0
< f'(t)+0,1f(t) —h'(t) —0,1h(t) =0
< f'(t) +0,1f(t) = h'(t) + 0,1h(t)

or h'(t) + 0,1h(t) = 291t
donc f'(t) + 0,1f(¢t) = 2e~%1¢
donc f est solution de (E)

1d.

Onaalors, Vt € ]0; +oo[, (f —h)(t) = f(t) — h(t) = C e 1t
Par conséquent, les solutions de (E) sont les fonctions
f(®) =Ce %t + h(t)
f(t) =Ce %t + 2te™0

le.

f(0)=1
Ce®+2x0=1
sSc=1
Vvt € ]0; +oof, f(t) =1 x e %1t + 2te 01 = (2t + 1) e 01




2a.

lim 2t +1 = 4o
t_’Jlrioron o0t — FI par produit
t—>+o0

or lim xe*

X—>—00

=0
et vVt € ]0; +oo, f(t) = (2t +1) e 0
f(t) =2te 01t =01
f(t) =—-20X% (—0’1 e—O,lt) + e—O,lt

tlim —0,1e %t =0

—+00 . _
lim e-01t = 0 donc, par somme, tEE,nmf(t) =0
t—>+o0

On peut en déduire que la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation
y = 0.

o0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 x

2b.

Vt € [0; +oo[, f(t) = (2t + 1) e~ %1¢
f estdérivable sur [0; +oo

vVt € [0;4oo[, f'(t) = 2e % + (2t + 1) X (0,1 e~%1%)
f'(t) =2e %1t — (0,2t + 0,1) x e~ 1t
f'(t) =(2-0,2t —0,1)e %1t
f'(t) =(1,9-0,2t)e %1t
f'@® >0
< (1,9 -0,2)e” %t >0
& 1,9-0,2t>0 car e %1t >0
s —-0,2t > -1,9

-1,9
St m
S t<95
t |0 9,5 400
rol o+ 0 -
‘o 20e 09
— 3




2cC.

f(0)=1<5
f(2)=20e7%%~=7,73>5
tlir+n f(t)=0<5

De plus, la fonction f est dérivable et donc continue sur [0; +oo.

D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, 'équation f(t) = 5 admet donc au
moins une solution dans l'intervalle [0; 9,5] et au moins une solution dans l'intervalle
dans [9,5; +oo|.

Enfin, puisque f est strictement croissante sur [0; 9,5] et strictement décroissante sur

[9,5; +oo], ces solutions sont uniques sur chaque intervalle que I'on note a et 8

X Y1 it Y1

z.79 | 4.978 Z1.89 | 5.0166

3'31 :'.333% 219 | 5.0139
. . 21.91 | 5.0111

PRI 5.008 21,92 | 5.0083

2.83 | 5.0184 21.93 | 5.0055

2.84 | 5.0285 21.94 | 5.0028

2.85 | 5.0385 21.95 R

2.86 | 5.0485 21.96 | 4.9972

2.87 | 5.0584 21.97 | 4.9945

2.88 | 5.068H4 21.98 | 4.9917

2.89 | 50783 21.99 | 49889

Y1=5.0083772652997 Yi1=4_,9999994115785

281 < a<282 donc a = 2,8
21,94 < f < 21,95 donc B = 21,9

3a.

La quantité de principe actif dans le sang sera maximale au bout de 9,5 heures et elle
vaut 7,73 mg.

3b.

Le médicament sera efficace entre la 2,8¢ heure et la 21,9¢ heure soit pendant 19
heures environ.

3c.

24
I =J 2t +1) e %itdt = fu’v
0

1
I -0,1t — -0,1t
u e u _0'16
v=2t+1 v =2
1 24 24 9
_ _ ' — |2t 1( —0,1t>] _f —0,1t g
I =[uv] fuv [( +)—O,1e . . _0’1e

24
[ =[-10 (2t + e "M]3* + f 20 e~ dt

0
24

I = —490e™2* + 10e° + [ﬂ e‘O'”]

—0.1 .
[ = —490e~2* + 10e° + [—200 e~01t]24
[ = —490e~2* + 10 — 200 e=2* + 200 e°
I = —690e~%* + 210

La quantité moyenne de principe actif présente dans le sang entre 0 et 24 h est alors
R —-690e”2*+210

24 24 ~61mg

Correction de l'exercice 3. (4 points)

Soient f et g deux fonctions définies sur |0; +oo[ par f(x) =5—x et g(x) =

4
e

On note %f et %j les courbes représentatives respectivement des fonctions f et g
dans un repére orthogonal (0;T; ).

» 1. Résoudre f(x) > g(x) sur ]0; +ool.

» 2. Calculer une valeur exacte de 'aire qui sépare les deux courbes %f et %.

o

>



Exercice 3.

fx) > gx)
4

<:>5—x>;
S5x—x2>4car x>0
& —x?4+5x—4>0
A=25—-4%Xx4=25—-16=9>0

-5-3 —5+3
X1 = = =4 et x,= 5 =1
De plus, la parabole est tournée vers le bas car a = —1 < 0 donc
z —00 1 4 +0o0
— 2’ +5x—4 — ¢ + ¢ —

En définitive, f(x) > g(x) a pour solution 'intervalle |1; 4].

Pour calculer 'aire entre les deux courbes, il faut donc calculer

[ rwax- [ gwar= [ (1w - g)ax
1 1 1

4

f:f(x)dx — f:g(x)dx = fl (5 —x— ;) dx

fljf(x)dx - fl:g(x)dx = le — x2_2 — 41n(x)[L

f f(x)dx — f g(x)dx =20—-8—4In(4) — (5 — % — 4ln(1))
f:f(x)dx - f:g(x)dx =12 — 41In(2?) —;

fl f(x)dx — f gx)dx = 175 —81In(2)

5__-4 -2 0O 2 4 K 3

Ii|ﬂxj—g{x}|dx = 1.954822556

>



