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Karl Weierstrass (1815-1897)

Mathématicien allemand, il est souvent cité
comme le « pere de I'analyse moderne ». Il
travailla sur les nombres irrationnels et les
fonctions elliptiques. C'est lui qui le premier
rendit public un exemple de fonction conti-

nue nulle part dérivable.

Aeces 4/; %
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I. Calcul de dérivées

Rappel définition

Soit f définiesurl,a €  eta + h € I pour h proche de 0.
fla+h)—f(a)

On dit que f est dérivable en a lorsque la limite de

est finie quand h tend vers 0, cette limite est appelée nombre
dérivé de f en a et noté f'(a).

On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout
point de /.
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Rappel interprétation graphique :
Soit ¢ la courbe de f.

Soit A € Cr tel que A(a;f(a))

m=-=2

Si f est dérivable en a alors f'(a) estle

coefficient directeur de la tangente a

Cr au point A. y /

L’equation de la tangente a Cf /
aupointdest : y=f'(a)(x—a)+ f(a)
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Rappel sur les variations d’une fonction

e Si, pour tout nombre x del,ona f'(x) > 0 alors f est stric-
tement croissante sur /.

e Si, pour tout nombre x de I, on a f'(x) < 0 alors f est stric-
tement décroissante sur /.

e Si, pour tout nombre x de I, ona f'(x) = 0 alors f est cons-

tante sur /.
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Rappel dérivées des fonctions usuelles

Fonctions f(x) Dérivées f'(x) Ensemble de dérivabilité
a un nombre réel
0 R
constant.
ax + b a R
x? 2x R
x"oun € N —{0; 1} nx™1 R
1 —1
X X
vz 1 10; +oof
X — ; 00
2+/x
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Rappel des regles de dérivation
u et v désignent deux fonctions derivables sur un intervalle .

(u+v) =u +7v
(uv) = u'v+uv’
(ku) = ku'

(u) o uv—uv
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/ LA FONCTION EXPONENTIELLE
BILAN DES PROPRIETES
e =1 el=¢ (e*)’

VaERDER, e2tP =p2xeb
1
e

Q’a ERnEN, (e

e—a —

1
®
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Théoreme::
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I et v une fonc-

tion dérivable sur l'intervalle u(I) alors la fonction v o u est dé-

rivable sur l'intervalle I et
(Wou) =@ ou)xu

x — u(x) — v(u(x)) = vou(x)
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Corollaire :
1] Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I ou u(x) > 0

Vx € I, la fonction x » /u(x) est dérivable sur [ et,

() = 5

2] Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I ou u(x) # O,

Vx € [ etn € Z*, la fonction x — (u(x))n est dérivable sur [ et
W) =nxu™1xu

3] Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, 1a fonction

x - e¥®) est dérivable sur I et (e%*)’ = u'e"
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Exemple n°1:
» 1. La fonction, définie sur R, par f(x) = (4 — 3x)° est-elle
monotone ?

» 2. La fonction, définie sur R, par g(x) = Vx2 + x + 1 admet-
elle un extremum ?

» 3. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction

définie sur R, par h(x) = (2x + 3)ex2 puis donner une équation
de la tangente a la courbe de h en O.
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Définition :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
I et Cr sa courbe représentative.

Convexe

e La fonction f est convexe sur [ lorsque sa
courbe C‘f est située entierement au-dessus //

de chacune de ses tangentes. T !
e La fonction f est concave sur I lorsque
sa courbe Cr est située entierement au-
dessous de chacune de ses tangentes.

Concave

! : :
0 1 2 3
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Théoreme::
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

e f est convexe sur [ si, et seulement si, sa dérivée f’ est crois-
sante.

e f est concave sur [ si, et seulement si, sa dérivée f’ est dé-
croissante.
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Corollaire :
Soit f une fonction définie et deux fois derivable sur un inter-
valle I.

e f est convexe sur [ si, et seulement si, sa dérivée seconde "
est positive ou nulle.
e f est concave sur [ si, et seulement si, sa dérivée seconde f"
est négative ou nulle.
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Définition :
Un point ou la dérivée seconde s’annule et change de signe est
appelé point d’inflexion.

Point d'inflexion

http://gaellebuffet.free.fr/ Page 15 sur 33



http://gaellebuffet.free.fr/

%C@Q Chap 2. Etude de fonctions

Slyvalen Terminale Générale

/
Albert EINSTEIN

Exemple n°2 :

» 1. La courbe représentative de la fonction, définie sur R, par
f(x) = (2x* + 5x + 4)e™ admet-elle un ou des point(s)
d’inflexion ? Si oui, en donner l'abscisse.

P 2. On suppose que g est une fonction dérivable sur [—4; 4]. On
donne la représentation graphique de sa fonction dérivée g'.

e g admet-elle un maximum en —2 ?

e g est-elle croissante sur [1; 2] ?

e g est-elle convexe sur [—4; —2] ?

e g admet-elle un point d’'inflexionen 1 ?

______________________

___________________

_____________________
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II. Limites des fonctions

1
1,2x

X —

5 Définition

T COS (;) On dit que la courbe représentative
C de la fonction f admet une

P asymptote horizontale d'équation

0 1 N 2— 3 2 5 6 x y=Lloquue

lim f(x) =L ou llm f(x) =L

X—+00 ,

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -»0 1 2 3 4 5 6 7 8 x

— sin(x%/140)

X
Xr— -e
2
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Pas d’asymptote ...

100+
80+
60+

40+

20+

1 2 3 4 5 6 71 8 x -80 -70 -60 -50,-40~30 -20 =10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 «x
_20,,

o s 07 e 5 1 3 2 =

-40+

-60-

-80-+

-100+

-120+
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Exemple n°3:

Pour chaque fonction, determiner les limites aux bornes de
’ensemble de définition et on précisera les éventuelles asymp-
totes horizontales.

) () =3 -

x%+1
b) vn € N*,g(x) =5+ xin définie sur |—oo; —1] U [1; 40|
c) h(x) = x* — 5x + 1 définie sur R

2x+1

d) k(x) ==—- définie sur [0; +oo[

définie sur R
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Soit une fonction f définie sur un intervalle l eta € I
Définition

On dit que la fonction f a pour limite 4+oco0 quand x tend vers a
lorsque tout intervalle de la forme |A; +oo[ avec 4 € R contient
toutes les valeurs f (x) pour x assez proche de a.

On note limf(x) = 4+

X—a

lorsque VAER, In >0, Vx€l |x—a|l<n=>f(x)>A

Ecrire la définition de limf(x) = —oo.
X—a
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Définition d
On dit que la courbe j
représentative C de la 2/\ :

p . N : /.\\- : / : \ /\ TN e
fonction f admetune 7 - > A /0 1\ 2 v s a8 9
asymptote verticale M
d’équation x = a |
lorsque 10

limf(x) = +00 ou limf(x) = —oo
xX—a xX—a
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Exemple n°4 :
@ Pour chaque fonction, déterminer les limites aux bornes de
’ensemble de définition :

a) f(x) =§ définie sur R*
b) g(x) _ 2x+1

@ Déterminer les limites suivantes :

|x]| vi+x—-1

lim — =--- et lim — .
x—-0t X x—0 X

définie sur |—oo0; 3[ U |3; +oo]

x—3
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Soit f, g et h des fonctions définies sur un intervalle I, a désigne
unréel ou +o ou —o0 et L € R

Propriéte :
@ Sipour x voisindea, f(x) = g(x) et lim g(x) = 4o
X—a

alors lim f(x) = +oo
X—a

@ Si pour x voisinde a, f(x) = g(x) et lim f(x) = —oo
X—a

alors lim g(x) = —oo
X—a
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Théoreme des gendarmes
Si pour x voisinde a, g(x) < f(x) < h(x)

et lim g(x) =lim h(x) =L
X—a X—a
alors lim f(x) =1L

X—a

Exemple n°5:

@ Déterminer lim sin(x) — 2x
X—>+00
, . . . (1
@ Déterminer lim x? sin (—)
x—0 X

http://gaellebuffet.free.fr/ Page 24 sur 33



http://gaellebuffet.free.fr/

%CEQ Chap 2. Etude de fonctions

Palyvalent Terminale Générale

/
Albert EINSTEIN

Théoreme :

lim e* = +o0 et lime*=0

X—+ oo X——00
La courbe de I'exponentielle admet une asymptote horizontale
d’équation y = 0 en —co.

ex
VneN lim-—=+4o0 et lim x"e* =0
x—+oo XN X——00

Exemple n°6:

® Déterminer lim (e* — x3)
X—>+00

@ Déterminer lim x%e*

X—>—00
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II1I. Continuité d’'une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle  eta € I,

Définition :
La fonction f est continue en a lorsque f a une limite en a égale
af(a):

lim f(x) = f(a)

La fonction f est continue sur l'intervalle I lorsque f est conti-
nue en tout point de I.
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Interprétation graphique :
La continuite de f sur un intervalle [ se traduit par le fait que la

courbe représentative de f sur I peut étre tracée sans lever le
crayon.
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Remarque : On admet qu’'une fonction dérivable sur un inter-
valle est continue sur cet intervalle.

Théoreme:
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et (u,,) une suite

définie parVn € Nyu, € I etu,.; = f(u,).

Si la suite (u,,) converge vers L alors f (L) = L.
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Exemple n°6:
Soit f la fonction définie sur |—oo; —2[ U |—2; +oo[ par:

4 1
fx) = xx-:_Z

» 1. Etudier la fonction f (limites, asymptotes, variations)
» 2. On définit la suite (u,,) paruy, =5 etVn € Nyu,.; = f(u,)
a) Démontrer, par récurrence,queVn € N O <u,,.; <u, <5

b) La suite (u,,) est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa li-
mite.

http://gaellebuffet.free.fr/ Page 29 sur 33



http://gaellebuffet.free.fr/

%ng—\ Chap 2. Etude de fonctions

Palyvalent Terminale Générale

/
Albert EINSTEIN

Soit f une fonction continue sur un in-
tervalle I etsoita € I etb € 1
Théoreme des valeurs interme-
diaires (admis) :

Pour tout nombre réel k compris entre
f(a) et f(b),

il existe au moins un nombre réel ¢ compris entre a et b tel que
f(c) =k.

(On admet que ce théoreme reste vrai lorsqu’au moins l'une des
bornes de l'intervalle est infinie)
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Théoréeme des fonctions continues strictement monotones :
Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un

intervalle I etsoita € I etb €1

Pour tout nombre réel k compris entre f(a) et f(b),

il existe un unique nombre réel c compris entre a et b tel que
f(c) =k.

(On admet que ce théoreme reste vrai lorsqu 'au moins l'une des
bornes de l'intervalle est infinie)
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Exemple n°7 :
Soit f la fonction définie sur R par
f(x)={ x% + 4x + 4 si ?CS—3
—(x+3)3*+1 six>-3
» 1. La fonction f est-elle continue ? Justifier votre réponse.
» 2. On admet que f est strictement décroissante sur R.
a) Démontrer que I'’équation f(x) = —1 admet une unique so-
lution.
b) Donner un encadrement de cette solution entre deux entiers

consécutifs.
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