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Gaspard Monge (1746-1818)

Mathématicien francais dont 1'ceuvre consi-
dérable méle géometrie descriptive, analyse
infinitésimale et géométrie analytique. Il joue
un grand role dans la Revolution francaise,
tant du point de vue politique que du point
de vue de l'instauration d'un nouveau sys-
teme éducatif : il participe a la création de

I'Ecole normale et de 1'Ecole polytechnique.
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I. Géomeétrie vectorielle

Un plan est génére par un point et deux directions différentes.
Propriéteé :

A, B et C sont trois points non alignés de I'’espace, P est le plan
(ABC). Le point M appartient au plan 2 si, et seulement si, il

existe deux nombres réels x et y tels que AM = xAB + yA—>C.
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Remarque:

De facon générale, un plan est défini par un point O et deux
vecteurs I et J non colinéaires.

Les vecteurs 7 et J sont des vecteurs directeurs de ce plan
(0;7;7) estun repere du plan.

Propriéteé :
Deux plans qui ont deux vecteurs directeurs en commun sont
paralleles.
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Deéfinition :
Les vecteurs u, v et w sont coplanaires lorsqu’il existe trois
nombres réels x, y et z non tous nuls tels que xu + yv + zw = 0.

Remarque:
Si u et ¥ ne sont pas colinéaires alors
—> - —> = —> x—) y - —> — -
xut+yv+zw =0 w=——u—=v S w=au + bv

Z Z
oua € Reth € R

Théoreme :
Quatre points A, B, C et D sont coplanaires si, et seulement sij, les

vecteurs 4B, AC et AD sont coplanaires.
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Exemple 1 : Dans un repére (0; 7; J; l_é)

3 —1 10
» 1. On consideére les vecteurs u (—2), v ( 5 |letw| —10 |.

0 -2/ 8

Existe-t-il deux réels a et b tels que au + bv = w ? Que peut-on
en déduire ?

» 2. On considére les points A(—2;4;3), B(1;0; —2),C(7; —2;4)
et D(—5;2; —8).
Comparer AC — 2AB et AD. Que peut-on en déduire ?
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Propriété:

Soient U, U et w trois vecteurs non coplanaires de I'espace
Pour tout vecteur £, il existe un unique triplet (a; b; ¢) de
nombres réel tels que t = au + bv + cw.

a
(b) sont alors les coordonnées du vecteur t dans la base (u, v, w)
C

Définition :
Un repere de I'espace noteé (0; ;7 k ) est forme d’'un point O et
de trois vecteurs non coplanaires.
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Propriéteé :
(0; ;s k ) un repére de I'espace
Pour tout point M de I'’espace, il existe un unique triplet (x; y; z)

de nombres réels tels que OM = x1 + yj + zk.
x estI'abscisse de M, y son ordonneée et z sa cote.
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M(x;y; z)
Calculs : |
X x' X+ x } .
OSiﬁ(y)etﬁ y' |alorsu +v |y +y’ e
Z A z+ 7 el e
I P, -
et Au| Ay |[oud ER E
Az
et si le repére est orthonormé, ||u|| = \/xz + y?2 + z2
xB - XA
O Si A(xy;y4;24) et B(xg; yg; zg) alors AB| Y8 — Ya
Zp — 24

et | (xA;xB  YATYB ZA:ZB) est le milieu de [AB].

2

4
.
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htt

HM
1
M(x;y; z)

! M

‘.
1 *‘
1 »*
1 Z y /
1 & X
| X
o 0

OH = +/x* + y?

2
Par Pythagore : OM = J(\/xz + yz) +22 = /x2 + y2 + 22
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II. Représentations paramétriques

Théoreme :
Soit A la droite passant par A(x; v4; Z4) et de vecteur directeur

—

a
Uu (b) M (x; y; z) appartient a la droite A si, et seulement si, il
C

X — Xy ta (X = X4 + ta
existe un reel t tel que AM (3’ — )Cq) = tu (tb) Sy =y, +tb
Z — Zy tc \Z = Zy + tC

Ce systeme est une représentation parametrique de la droite
A et t en est le parametre.
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Exemple n°2 : On considere la droite (d) définie par:

x =-—1-—-2t
{y=—1+t out€EeR
Z=6+4+ 3t

» 1. Déterminer quelques points de cette droite et quelques vec-
teurs directeurs.

» 2. Que peut-on dire de (d) et (d') ou la droite (d") est définie
x=1—4t

par{y= —14+ 2t outeR?
Z =644 6t
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Correction de I'’exemple n°2 :
» 1. Pour chaque valeur de t € R, on obtient un point de la

x =—1-—-2t
droite(d){y=—1+t out€eR
Z =6+ 3t
x =-—1
Pourt =0 {y= -1 A(-1;-1;6) € (d)
Z =6
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x = —3
Pourt =1 [yz 0 B(-3;0;9) € (d)
Z=9
Un vecteur directeur de la droite
(x = —1— 2t
(diy=—-14+t outeR
. Zz =6+ 3t

—2
est U ( 1 > (les coefficients de t)

3
Tous les autres vecteurs directeurs sont colinéaires a 1 donc, par

exemple :
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—4
vV =2U= 13( 2 ) est aussi un vecteur directeur.
6
(x =1—4t
»2.Soitladroite (d){y=—-1+4+2t ou t € R.
. Z =6+ 6t

—4
Un vecteur directeur de la droite (d') est v ( 2 )
6
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—2
Un vecteur directeur de la droite (d) estu| 1

3
Puisque v = 21, les vecteurs directeurs sont colinéaires, alors

les droites sont paralleles.
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[11. Orthogonalité dans I'espace

Définition :
Le produit scalaire de deux vecteurs u et v de I'espace est le
nombre réel noté u. v
- - 1 — - - —
u.v =5 ([ull* + 19l1* — v - ull*)
En particulier :

R |
AB.AC = > (AB? + AC? — CB?)

Remarque :
On étend aux vecteurs de I'espace la definition du produit sca-
laire donnée dans le plan.
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Propriéteés:

©® AB.AC = AB x AC x cos(AB; AC)

® Si H est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB)
alors les vecteurs AB et AC sont colinéaires :
AB.AC = AB.AH

_ { AB x AH si AB et AH sont de méme sens
—AB X AH si AB et AH sont de sens contraire
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Propriéteés:
O Dans un repere orthonorme de I'espace :

X X
Siu (y) etv|y' | alors uU.v=xx"+yy + zz’

yA Z,
® uv=7v1uU (kw).v =k xu.v =1u.(kv)
u@@+w)=uv+uw
Définition :

Deux vecteurs U et ¥ sont dits orthogonaux lorsque u. v = 0.
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Exemple n°3:
Démontrer le Théoreme d'Apollonius ou théoreme de la mé-

diane:

Soit ABM un triangle, si I est le milieu de [AB] alors

1
MA? + MB? = 2MI? + EABZ
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IV. Equations cartésiennes d'un plan

Propriété:
Deux droites d et d’ de vecteurs directeurs u et v sont orthogo-

-

nales si, et seulement si, u. v = 0.

Définition :
Un vecteur non nul 77 est normal a un plan P lorsque toute
droite de vecteur directeur n est orthogonale au plan P.
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Propriéteé :
Soit A un point de I'espace et 1 un vecteur non nul

L’ensemble des points M tels que AM.% = 0 estle plan P pas-
sant par A et de vecteur normal 7.

Définition :
Soit P et P’ deux plans de vecteur normaux respectifs 7 et n’
P et P’ sont perpendiculaires lorsque n.n’' = 0.
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Propriéteé : L'espace est muni d'un repere orthonorme
a

® Un plan P de vecteur normal non nul n (b> admet une equa-

C
tion cartésienne de la formeax + by +cz+d = 0oud € R.

® Réciproquement a, b, ¢ trois nombres réels non tous nuls et d
un réel, I’ensemble des points M (x; y; z) tels que

a
ax + by + cz + d = 0 est un plan de vecteur normal n (b)
C
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Exemple n°4 :
1] Déterminer une équation du plan P passant par A(2; 1; —3)

4
et de vecteur normal n (—5).
6

2] Déterminer I’équation cartésienne du plan P’ parallele a P
passant par B(0; —1; 2).
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1] L’équation est de la forme :

4x —5y+6z+d=0
Or 4(2;1; —3) € P donc

4xXx2—-5%x14+6%x(-3)+d=0
& d=15

4x — 5y + 6z + 15 =0
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2] Déterminer I'équation cartésienne du plan P’ paralléle a P
passant par B(0; —1; 2).
P et P’ étant paralléles, ont le méme vecteur normal

L’équation est de la forme :
4x —5y+6z+d =0

Or B(0; —1;2) € P' donc
54124+d=0
4x -5y +6z—17 =0
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Rappel:

Une droite est orthogonale a un plan lorsqu’elle est orthogonale
a toutes les droites du plan.

Propriété:
Une droite est orthogonale a toute droite d'un plan si, et seule-
ment si, elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.
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Exemple n°5:
Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est
vraie ou fausse et justifier chaque réponse.
Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.
On se place dans I'espace muni d’'un repere orthonormé.
On considere le plan P d'équationx —y +3z+ 1 =0 et
la droite D dont une représentation paramétrique est

( x =2t
{ y=1+4+t teR
z = —5+4 3t

On donne les points A(1;1;0), B(3;0; —1) et C(7; 1; —2).
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Proposition 1:
Une représentation paramétrique de la droite (AB) est

(x =5 — 2t
jy=-1+t teR
z=—-2+4+t

Proposition 2 :
Les droites D et (AB) sont orthogonales.

Proposition 3:
Les droites D et (AB) sont coplanaires.
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Proposition 4 :

La droite D coupe le plan P au point E de coordonnées
(8; —3; —4).

Proposition 5:
Les plans P et (ABC) sont paralléles.
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