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Gaspard Monge (1746-1818) 
 

Mathématicien français dont l'œuvre consi-

dérable mêle géométrie descriptive, analyse 

infinitésimale et géométrie analytique. Il joue 

un grand rôle dans la Révolution française, 

tant du point de vue politique que du point 

de vue de l'instauration d'un nouveau sys-

tème éducatif : il participe à la création de 

l'École normale et de l'École polytechnique. 
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I. Géométrie vectorielle 

Un plan est généré par un point et deux directions différentes. 
Propriété : 
𝐴, 𝐵 et 𝐶 sont trois points non alignés de l’espace, 𝒫 est le plan 
(𝐴𝐵𝐶). Le point 𝑴 appartient au plan 𝓟 si, et seulement si, il 

existe deux nombres réels 𝑥 et 𝑦 tels que 𝑨𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒙𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒚𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
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Remarque : 
De façon générale, un plan est défini par un point 𝑶 et deux 
vecteurs 𝒊  et 𝒋  non colinéaires. 
Les vecteurs 𝑖  et 𝑗  sont des vecteurs directeurs de ce plan 
(𝑂; 𝑖 ; 𝑗  ) est un repère du plan. 
 
Propriété : 
Deux plans qui ont deux vecteurs directeurs en commun sont 
parallèles. 
 
 

http://gaellebuffet.free.fr/


Chap 4. Géométrie dans l’espace 
Terminale Générale 

 

http://gaellebuffet.free.fr/                              Page 4 sur 30 

 
 

Définition : 
Les vecteurs �⃗� , 𝑣  et �⃗⃗�  sont coplanaires lorsqu’il existe trois 

nombres réels 𝑥, 𝑦 et 𝑧 non tous nuls tels que 𝑥�⃗� + 𝑦𝑣 + 𝑧�⃗⃗� = 0⃗ . 
Remarque : 
Si �⃗�  et 𝑣  ne sont pas colinéaires alors  

𝑥�⃗� + 𝑦𝑣 + 𝑧�⃗⃗� = 0⃗ ⟺ �⃗⃗� = −
𝑥

𝑧
�⃗� −

𝑦

𝑧
𝑣 ⟺ �⃗⃗� = 𝑎�⃗� + 𝑏𝑣  

où 𝑎 ∈ ℝ et 𝑏 ∈ ℝ 
 
Théorème : 
Quatre points 𝐴, 𝐵, 𝐶 et 𝐷 sont coplanaires si, et seulement si, les 

vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sont coplanaires. 
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Exemple 1 : Dans un repère (𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ; �⃗� ) 

1. On considère les vecteurs �⃗� (
3

−2
0

),  𝑣 (
−1
5

−2
) et �⃗⃗� (

10
−10
8

). 

Existe-t-il deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que 𝑎�⃗� + 𝑏𝑣 = �⃗⃗�  ? Que peut-on 
en déduire ? 
 
2. On considère les points 𝐴(−2; 4; 3), 𝐵(1; 0; −2), 𝐶(7;−2; 4) 
et 𝐷(−5; 2;−8). 

Comparer 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. Que peut-on en déduire ? 
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Propriété : 
Soient �⃗� , 𝑣  et �⃗⃗�  trois vecteurs non coplanaires de l’espace 

Pour tout vecteur 𝑡 , il existe un unique triplet (𝑎; 𝑏; 𝑐) de 

nombres réel tels que 𝑡 = 𝑎�⃗� + 𝑏𝑣 + 𝑐�⃗⃗� . 

(
𝑎
𝑏
𝑐
) sont alors les coordonnées du vecteur 𝒕  dans la base (�⃗� , 𝑣 , �⃗⃗� ) 

 
Définition : 

Un repère de l’espace noté (𝑂; 𝑖 ; 𝑗  ; �⃗�  ) est formé d’un point 𝑂 et 

de trois vecteurs non coplanaires. 
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Propriété : 

(𝑂; 𝑖 ; 𝑗  ; �⃗�  ) un repère de l’espace 

Pour tout point 𝑀 de l’espace, il existe un unique triplet (𝑥; 𝑦; 𝑧) 

de nombres réels tels que 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧�⃗� . 
𝑥 est l’abscisse de 𝑀, 𝑦 son ordonnée et 𝑧 sa cote. 
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Calculs :  

 Si �⃗� (
𝑥
𝑦
𝑧
) et 𝑣 (

𝑥′
𝑦′

𝑧′

) alors �⃗� + 𝑣 (
𝑥 + 𝑥′
𝑦 + 𝑦′

𝑧 + 𝑧′

)  

et  𝜆�⃗� (
𝜆𝑥
𝜆𝑦
𝜆𝑧

) où 𝜆 ∈ ℝ 

et si le repère est orthonormé,   ‖�⃗� ‖ = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  

 Si 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴; 𝑧𝐴) et 𝐵(𝑥𝐵; 𝑦𝐵; 𝑧𝐵) alors 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴

𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
) 

et  𝐼 (
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
;
𝑦𝐴+𝑦𝐵

2
;
𝑧𝐴+𝑧𝐵

2
) est le milieu de [𝐴𝐵]. 
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II. Représentations paramétriques 
Théorème : 
Soit Δ la droite passant par 𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴; 𝑧𝐴) et de vecteur directeur 

�⃗� (
𝑎
𝑏
𝑐
).  𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) appartient à la droite Δ si, et seulement si, il 

existe un réel 𝑡 tel que  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (

𝑥 − 𝑥𝐴

𝑦 − 𝑦𝐴

𝑧 − 𝑧𝐴
) = 𝑡�⃗� (

𝑡𝑎
𝑡𝑏
𝑡𝑐

) ⟺ {

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

 

 
Ce système est une représentation paramétrique de la droite 
Δ et 𝑡 en est le paramètre. 
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Exemple n°2 : On considère la droite (𝑑) définie par : 

{
𝑥 = −1 − 2𝑡
𝑦 = −1 + 𝑡
𝑧 = 6 + 3𝑡

  où  𝑡 ∈ ℝ 

 
1. Déterminer quelques points de cette droite et quelques vec-
teurs directeurs. 
2. Que peut-on dire de (𝑑) et (𝑑′) où la droite (𝑑′) est définie 

par {
𝑥 = 1 − 4𝑡

𝑦 = −1 + 2𝑡
𝑧 = 6 + 6𝑡

  où  𝑡 ∈ ℝ ? 
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Correction de l’exemple n°2 : 
1. Pour chaque valeur de 𝑡 ∈ ℝ, on obtient un point de la 

droite (𝑑) {
𝑥 = −1 − 2𝑡
𝑦 = −1 + 𝑡
𝑧 = 6 + 3𝑡

  où  𝑡 ∈ ℝ 

 

Pour 𝑡 = 0    {
𝑥 = −1
𝑦 = −1
𝑧 = 6

      𝐴(−1;−1; 6) ∈ (𝑑) 
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Pour 𝑡 = 1    {
𝑥 = −3 
𝑦 =  0
𝑧 = 9

     𝐵(−3; 0; 9) ∈ (𝑑)  

 
Un vecteur directeur de la droite  

(𝑑) {
𝑥 = −1 − 2𝑡
𝑦 = −1 + 𝑡
𝑧 = 6 + 3𝑡

  où  𝑡 ∈ ℝ 

est �⃗� (
−2
1
3

)    (les coefficients de 𝑡) 

Tous les autres vecteurs directeurs sont colinéaires à �⃗�  donc, par 
exemple : 
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𝑣 = 2�⃗� ⟹ 𝑣 (
−4
2
6

)  est aussi un vecteur directeur. 

 

2. Soit la droite    (𝑑′) {
𝑥 = 1 − 4𝑡

𝑦 = −1 + 2𝑡
𝑧 = 6 + 6𝑡

  où  𝑡 ∈ ℝ. 

 

Un vecteur directeur de la droite (𝑑′) est 𝑣 (
−4
2
6

) 
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Un vecteur directeur de la droite (𝑑) est �⃗� (
−2
1
3

) 

Puisque 𝑣 = 2�⃗� , les vecteurs directeurs sont colinéaires, alors 
les droites sont parallèles. 
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III. Orthogonalité dans l’espace 
Définition : 
Le produit scalaire de deux vecteurs �⃗�  et 𝑣  de l’espace est le 
nombre réel noté �⃗⃗� . �⃗⃗�  

�⃗� . 𝑣 =
1

2
(‖�⃗� ‖2 + ‖𝑣 ‖2 − ‖𝑣 − �⃗� ‖2) 

En particulier : 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 𝐶𝐵2) 

Remarque : 
On étend aux vecteurs de l’espace la définition du produit sca-
laire donnée dans le plan. 
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Propriétés : 
 

  𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑨𝑩 × 𝑨𝑪 × 𝐜𝐨𝐬(𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗) 
 

 Si 𝐻 est le projeté orthogonal du point 𝐶 sur la droite (𝐴𝐵)  

alors les vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ sont colinéaires : 

  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
 

= { 𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 si 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont de même sens 

−𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 si 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont de sens contraire 
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Propriétés : 
 Dans un repère orthonormé de l’espace : 

Si �⃗� (
𝑥
𝑦
𝑧
) et 𝑣 (

𝑥′
𝑦′

𝑧′

)   alors    �⃗⃗� . �⃗⃗� = 𝒙𝒙′ + 𝒚𝒚′ + 𝒛𝒛′ 

  �⃗� . 𝑣 = 𝑣 . �⃗�                                              (𝑘�⃗� ). 𝑣 = 𝑘 × �⃗� . 𝑣 = �⃗� . (𝑘𝑣 ) 

�⃗� . (𝑣 + �⃗⃗� ) = �⃗� . 𝑣 + �⃗� . �⃗⃗�  

Définition : 
Deux vecteurs �⃗�  et 𝑣  sont dits orthogonaux lorsque �⃗⃗� . �⃗⃗� = 𝟎. 
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Exemple n°3 : 
Démontrer le Théorème d'Apollonius ou théorème de la mé-

diane :  

 

Soit 𝐴𝐵𝑀 un triangle, si 𝐼 est le milieu de [𝐴𝐵]  alors  

𝑀𝐴2 + 𝑀𝐵2 = 2𝑀𝐼2 +
1

2
𝐴𝐵2 
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IV. Equations cartésiennes d’un plan 
 
Propriété : 
Deux droites 𝑑 et 𝑑′ de vecteurs directeurs �⃗�  et 𝑣  sont orthogo-
nales si, et seulement si, �⃗� . 𝑣 = 0. 
 
Définition :  
Un vecteur non nul �⃗�  est normal à un plan 𝒫 lorsque toute 
droite de vecteur directeur �⃗�  est orthogonale au plan 𝒫. 
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Propriété : 
Soit 𝐴 un point de l’espace et �⃗�  un vecteur non nul 

L’ensemble des points 𝑀 tels que 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗� = 0 est le plan 𝒫 pas-
sant par 𝐴 et de vecteur normal �⃗� . 
 
Définition : 

Soit 𝒫 et 𝒫′ deux plans de vecteur normaux respectifs �⃗�  et 𝑛′⃗⃗  ⃗ 

𝒫 et 𝒫′ sont perpendiculaires lorsque �⃗� . 𝑛′⃗⃗  ⃗ = 0. 
 
 

http://gaellebuffet.free.fr/


Chap 4. Géométrie dans l’espace 
Terminale Générale 

 

http://gaellebuffet.free.fr/                              Page 23 sur 30 

 
 

 
Propriété : L’espace est muni d’un repère orthonormé 

 Un plan 𝒫 de vecteur normal non nul �⃗� (
𝑎
𝑏
𝑐
) admet une équa-

tion cartésienne de la forme 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 où 𝑑 ∈ ℝ. 
 
 Réciproquement 𝑎, 𝑏, 𝑐 trois nombres réels non tous nuls et 𝑑 
un réel, l’ensemble des points 𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) tels que  

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 est un plan de vecteur normal �⃗� (
𝑎
𝑏
𝑐
). 
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Exemple n°4 : 
1 Déterminer une équation du plan 𝒫 passant par 𝐴(2; 1;−3) 

et de vecteur normal �⃗� (
4

−5
6

). 

 
2 Déterminer l’équation cartésienne du plan 𝒫′ parallèle à 𝒫 
passant par 𝐵(0;−1; 2). 
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1 L’équation est de la forme : 

4𝑥 − 5𝑦 + 6𝑧 + 𝑑 = 0 
 
Or 𝐴(2; 1;−3) ∈ 𝒫 donc 
 

4 × 2 − 5 × 1 + 6 × (−3) + 𝑑 = 0 
⟺ 𝑑 = 15 

 
𝟒𝒙 − 𝟓𝒚 + 𝟔𝒛 + 𝟏𝟓 = 𝟎 
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2 Déterminer l’équation cartésienne du plan 𝒫′ parallèle à 𝒫 
passant par 𝐵(0;−1; 2). 

𝒫 et 𝒫′ étant parallèles, ont le même vecteur normal 
 
L’équation est de la forme : 

4𝑥 − 5𝑦 + 6𝑧 + 𝑑 = 0 
 
Or 𝐵(0;−1; 2) ∈ 𝒫′ donc 

5 + 12 + 𝑑 = 0 
𝟒𝒙 − 𝟓𝒚 + 𝟔𝒛 − 𝟏𝟕 = 𝟎 
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Rappel : 
Une droite est orthogonale à un plan lorsqu’elle est orthogonale 
à toutes les droites du plan. 
 
Propriété : 
Une droite est orthogonale à toute droite d’un plan si, et seule-
ment si, elle est orthogonale à deux droites sécantes de ce plan. 
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Exemple n°5 : 
Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est 

vraie ou fausse et justifier chaque réponse. 

Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte. 

On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé.  

On considère le plan 𝒫  d’équation 𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 + 1 = 0 et  

la droite 𝒟 dont une représentation paramétrique est 

  {
𝑥 = 2𝑡

𝑦 = 1 + 𝑡
𝑧 = −5 + 3𝑡

   𝑡 ∈ ℝ. 

On donne les points 𝐴(1; 1; 0), 𝐵(3; 0; −1) et 𝐶(7; 1;−2). 
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Proposition 1 : 

Une représentation paramétrique de la droite (𝐴𝐵) est 

{
𝑥 = 5 − 2𝑡
𝑦 = −1 + 𝑡
𝑧 = −2 + 𝑡

   𝑡 ∈ ℝ. 

 

Proposition 2 : 

Les droites 𝒟 et (𝐴𝐵) sont orthogonales. 

 

Proposition 3 : 

Les droites 𝒟 et (𝐴𝐵) sont coplanaires. 
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Proposition 4 : 

La droite 𝒟 coupe le plan 𝒫 au point 𝐸 de coordonnées 

(8;−3;−4). 

 

Proposition 5 : 

Les plans 𝒫  et (𝐴𝐵𝐶) sont parallèles. 
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