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4y . Activite
SR Quelles sont les propriétés de la fonction logarithme ?

Albert EINSTEIN Enoncé de I’'activité

La fonction logarithme népérien
Vx € ]0; +oo[, le nombre In(x) est définie comme N,
étant 'unique solution de I'équation d’inconnue ]

/
y: e =x. A/
T 7
Par conséquent, les fonctions exponentielle et ],_/
logarithme népérien sont réciproques l'une de R -
) -4 -3 -2 -1 T 2 3 4
'autre.

Vx € ]0; +oo[ ™ = x
vVx €R In(e*) =x
Les courbes des fonctions y = e* et y = In(x)
sont par conséquent, symétriques par rapport a
I'axe y = x. Ce qui nous permet de conclure que la fonction x — In(x) est
dérivable sur |0; +oo|.

Activité 1. Dérivabilité
» 1. Soit x € ]0 ; +oo[, on définit la fonction f(x) = e!"™),

a) Déterminer de deux facons différentes la dérivée de la fonction f.
b) En déduire (In(x))'.

» 2. Soit u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et telle que pour tout
x €1, u(x) > 0.
Soit x € I, on définit la fonction f(x) = en( (),
a) Déterminer de deux facons différentes la dérivée de la fonction f.
b) En déduire (In(w))’.
Activité 2. Relation fonctionnelle
» 1. Soity € R** fixé arbitrairement,
Vx € ]0; +o[, on définit f(x) = In(x X y) — In(x)
a) Déterminer f(1).
b) Déterminer la dérivée de la fonction f.
c) Que peut-on en déduire ?

» 2. Soit x € ]0; +oo[ et y € ]0; +oo[, démontrer que :
a) In(x?) = 21n(x)

b) In (i) = —In(y)
c) In (5) = In(x) — In(y)
d) In(vx) = >In(x)

» 3. Soit x € |0; +oo[ et n € N, démontrer par récurrence que :
In(x™) =n X In(x)
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Albert EINSTEIN Correction de I’activité

Quelles sont les propriétés de la fonction logarithme ?

La fonction logarithme népérien
Vx € ]0; +oo[, le nombre In(x) est définie comme
étant 'unique solution de I'équation d’inconnue
y: e’ =x.
Par conséquent, les fonctions exponentielle et

'autre.
Vx € ]0; +oo[ ™ = x
vVx €R In(e*) =x
Les courbes des fonctions y = e* et y = In(x)
sont par conséquent, symétriques par rapport a

dérivable sur ]0; +oo.

logarithme népérien sont réciproques I'une de e

I'axe y = x. Ce qui nous permet de conclure que la fonction x — In(x) est

Correction de I'activité 1. Dérivabilité

» 1. Soit x € ]0 ; +oo[, on définit la fonction f(x) = e!"™),

a) Déterminer de deux facons différentes la dérivée de la fonction f.

b) En déduire (In(x))'.

» 2. Soit u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et telle que pour tout

x €1, u(x)>0.
Soit x € I, on définit la fonction f(x) = en( (),

a) Déterminer de deux facons différentes la dérivée de la fonction f.

b) En déduire (In(w))".

B3

Soitx € ]0; +oo, f(x) = e"® = x
donc f'(x) =1
1a.

f'(x) = "™ x (In(x))" = x x (In(x))’

D’autre part, on rappelle que: (e*)' = e* et (e*) =u' x e*

On en déduit que x X (In(x))' =1

. 1
1b etdonc (In(x))' = p

Exercice 1.

Vx €1, u(x) >0
Soitx €1, f(x) = en(u®) = u(x)

- f1e) =u'(x)

D’autre part, on rappelle que : (e*)’ = u’' X e*

f'(x) = eln(u@) x (ln(u(x)))l = u(x) X (ln(u(x))),




2b.

On en déduit que u(x) X (ln(u(x))), =u'(x)

donc (ln(u(x))), = 1;,((;6))

u
etdonc (In(u))’' = v

1
Correction de l'activité 2. Relation fonctionnelle
» 1. Soit y € R™* fixé arbitrairement,
Vx € ]0; +oo[, on définit f(x) = In(x X y) — In(x)
a) Déterminer f(1).
b) Déterminer la dérivée de la fonction f.
c) Que peut-on en déduire ?
» 2. Soit x € ]0; +oo[ et y € ]0; +oo[, démontrer que :
a) In(x?) = 21n(x)
1
b) In (;) = —In(y)
X
c)In (;) = In(x) — In(y)
d) In(vx) = >In(x)
» 3. Soit x € ]0; +oo[ et n € N, démontrer par récurrence que :
In(x™) =n X In(x)
1+

Activité n°2.

Soit y € R** fixé arbitrairement,
f(1) =1In(1 xy) —In(1)

1a £(1) = In() — 0
f(1) =In(y)
Vx € ]0; +oo],
f(x) =In(x Xxy) — In(x)
4 1
1b. f(x)_ny_;
o101
fllx) = Y x
ff(x)=0

1c.

On en déduit que la fonction f est constante sur ]0; +oo[
or f(1) = In(y) donc Vx € ]0; +oo[ f(x) = In(y)
In(x X y) —In(x) = In(y)

J’en déduis que Vx € ]0; +oo[,Vy € ]0; +oo, In(x X y) = In(x) + In(y)

2a.

Vx € ]0; +oo[,Vy € ]0; +of, In(x X y) = In(x) + In(y)

En posant y = x, on obtient
In(x X x) = In(x) + In(x)
In(x?) = 21n(x)




2b.

Vx € ]0; +oo[,Vy € ]0; +oo, In(x X y) = In(x) + In(y)
, on obtient

In (% X y) =In (%) + In(y)

In(1) = 0 = In (%) +1n(y)

In (%) = —In(y)

1
En posant x = 5

2C.

149=m@xa

In (g) =In(x) + In (%)
In (;) = In(x) — In(y)

2d.

Vx € ]0; +oo[,Vy € ]0; +oo, In(x X y) = In(x) + In(y)
En posant y = /x, on obtient
In(vx x vx) = In(vx) + In(v/x)
In(x) = 21In(vx)

In(vx) = %ln(x)

Soit x € ]0; +oo[, démontrons par récurrence que
P(n) : In(x™) = n X In(x) est vraie pour toutn € N
Initialisation pourn = 0:
In(x%) =In(1) =0
0xIn(x)=0
n(x% = 0 x In(x)

donc P(0) est vraie.

Hérédité :
On suppose que P(n) : In(x™) = n X In(x) est vraie pour n € N fixé
In(x™*1) = In(x™ X x)
In(x™*1) = In(x™) + In(x)

In(x™*1) = n x In(x) + In(x)
In(x™1) = (n+ 1) x In(x)

donc P(n + 1) est vraie

Par conséquent : P(n) est vraie pour toutn € N
donc Vx € ]0; +oo[,Vn € N, In(x™) = n X In(x)
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