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Albert EINSTEIN

Bernhard Riemann (1826-1866)

Mathématicien allemand, influent sur le plan
théorique, il a apporté une contribution im-
portante a lI'analyse et a la géométrie diffé-
rentielle. Il a travaillé notamment sur les

complexes, les intégrales ...
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I. Intégrale d’'une fonction continue et positive

Définition.

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle |a; b] et
C sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

On appelle intégrale de a a b de la fonction f I'aire, en unités

d’aire, du domaine situe sous la courbe C et limité par I'axe des
abscisses et les droites
d’équations x = aetx = b. T :
b
On la note f f(x)dx \
a
0 i 1 a | b
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Exemple 1. |l|f'iﬁif-lli=-:~’-.-"2+2
3 -
¥ -="hAg?
@ Calculez f—1 2dx :

2lintegrer(f(x),x,0,4
@ Justifiez la capture d’écran D grer(ix) )

: il
Ccl-contre:

® La figure ci-contre donne la courbe re-
présentative d'une fonction g définie sur
R. Donnez une estimation de

I = f:g(x)dx
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Exemple 1.
3
@ Calculez [~ 2dx

L’aire recherchée estici un rectangle de longueur 4 et de largeur
2,donc:

3
f 2dx = 4 X 2 = 8 unités d'aire

-1
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@ Sur I’écran ci-contre, le logiciel calcule T

'intégrale suivante : 2
|g integrer(f(x).x.0.4)

L’aire recherchée estici un triangle de base 4 et de hauteur 2,
donc:

4 X 2

jof(x)dszzél
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® La figure ci-contre donne la courbe représentative d’'une fonc-
tion g définie sur R. Une estimation de

3
[ = jo g(x)dx

L’'intégrale I correspond a l'aire du
domaine situé entre la courbe de la
fonction g et I'axe des abscisses, et, les
droitesx = 0 et x = 3.

Une unité d’aire ici correspond a une
carreau, donc/ = 10,5 ua
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I1. Notion de primitives

Théoreme fondamental :
Si f est une fonction continue et positive sur [a, b], 1a fonction F

X

définie sur [a,b] par F : x — f f(t)dt est dérivable sur [a, b]
a

et a pour dériveée f.

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I,

La fonction F est une primitive de f sur I lorsque F est dérivable
sur I et que pour toutx € I, F'(x) = f(x).
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Exemple 2.
O Déterminer une primitive de :

f(x) = 2x3 — x* + 3x — 1 définie sur R

g(x) = 3 cosx + sin(mrx) définie sur R

2 o 1
h(x) = mdeflme sur]—z, +OO[

k(x) = (5x —1)® définie sur R

[(x) = x2x+1 définie sur R

® F(x) = xIn(x) — x estune primitive de quelle fonction ?
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Exemple 2

O f(x) = 2x3 — x% + 3x — 1 définie sur R

x* x3 x°

F(x) =2———+4+3——

2 4 3 727
x* X 3

F(x) =— ——+—x?% —

() =— =5 +5x"—x

Formules de dérivée: (x")' = x™ 1
e ... amttl
Formule de primitive: x™ a pour primitive

n+1
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g(x) = 3 cosx + sin(mrx) définie sur R
cos(mx)

G(x) = 3sinx — = 3sinx — —cos(mx)
T T

Formules de dérivée :
(sin(ax+ b)) = cos(ax+ b) X a
(cos(ax + b)) = —sin(ax+ b) X a
Formule de primitive :

cos(ax + b) a pour primitive sin(ax + b) X p

sin(ax + b) a pour primitive —cos(ax + b) X p
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2 2 o 1
h(x) = NorEs i 2 X Nera] définie sur]—5,+oo[

Hx) =2x+v2x +1

Formules de dérivée :

/

/ u
Vi) =
(Vu) =5 =
Formule de primitive :
ul
a pour primitive +u
2V P P
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k(x) = (5x — 1)® définie sur R
5x—1)" 1

K(x) = - =£(5x—1)7

Formules de dérivée :
W) =nuvtxu
Formule de primitive :

un+1

u™ X u' apour primitive
P P n+1
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X 1 2X soe
[(x) = ==X définie sur R
x2+1 2 x2%+1

1
L(x) = > % In(x? + 1)

Formules de dérivée :

(In(w)’ = —

Formule de primitive :

/

u
—, apour primitive In(u)
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® F(x) =xIn(x) —x,

on dérive F avec (uv)’ = u'v + uv'’
1
F'(x) = 1><1n(x)+x><;—1
F'(x) = In(x)

donc F est une primitive de la fonction In(x)
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Propriétés :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, qui admet une
primitive F sur I,

O La fonction G définie sur I est une primitive de f sur [ si, et
seulement si pourtoutx € I, G(x) = F(x) + kou k € R.

@ [] existe une unique primitive de f sur I prenant la valeur y,
en x, ou x, et y, sont des reels fixes.

http://gaellebuffet.free.fr/ Page 15 sur 38



http://gaellebuffet.free.fr/

LUCEE = Chap 6. Comment calcule-t-on I'aire sous une
e courbe ? Terminale G
Albert EINSTEIN

Exemple 3.

, . L 4
® Déterminer les primitives de f(x) = 5e™* — -

® Déterminer la primitive de g(x) = sin x cos x qui vaut 0 en %

® Déterminer la primitive de h(x) = lnTx sur |0; +oo| qui vaut 1

en 1
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Exemple 3.
©f(x) =5¢*—== Se‘x—4><%

X
—X

e
F(x)=5><_—1—4><ln(x)=—Se‘x—4ln(x)+kof1kEIR

Formules de dérivée :

/

(e®) =u'xe" et (In(u)) = u;

Formule de primitive :
u'e" a pour primitive e

!

u
—, apour primitive In(u)
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® Déterminer la primitive de g(x) = sin x cos x qui vaut 0 en

/2. g(x) =sinxcosx=uxu'" ou u=-sinx
sin? (x sin? (1 1
G(x) = 2()+k01‘G(TL’/2)= 2()+k=§+k
sin‘(x) 1
donc G(x) = — =
onc G (x) > >

Formules de dérivée :
W?) =2u? Txu =2u' xu =2uu’
Formule de primitive :
2
u

u X u' apour primitive >
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® La primitive de h(x) = lnTx sur |0; +oo| quivaut 1 en 1
Inx 1 , \
h(x) =T=;xln(x) =u Xu ou u=In(x)
In?(x In?(1
H(x) = 2( )+k or H(1) = 2( )+k=k:1
In?(x
donc H(x) = ( )+1

2
Formules de dérivée: (u?)' = 2uu’

Formule de primitive :

2
u
u X u' apour primitive >
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Théoreme.

Toute fonction f continue sur un intervalle I admet des primi-
tives sur I.

Remarque :

. 2 .
La fonction x — e ™™ est continue sur R, elle admet donc des
primitives mais on ne connait pas de primitive « explicite ».

Faire dériver e — x* /—2x
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Théoreme :

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et
F une primitive de f sur |a; b]

b
f f()dx = [F(0) = F(b) — F(a)

Exemple 4.
O Calculez I = f03(3—2x + Ddxet | \— ________________
hachurer l'aire représentée par I. | 1_\.x
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® On areprésenté la fonction

g(x) = sin(2x — m).

Déterminer l'aire de la surface

coloriée.
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Exemple 4.
0= f03(e—2x + 1)dx

' 13

e—2x

—2

une primitive

+ X

-

0

R
o\ =2

N -

on remplace x par 3

5+

) - -

on remplace x par 0
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O g(x) = sin(2x — m).

4 ___I__—_—____ e I____:__
J =] sin(2x —m)dx S T I S A
Zn S Y U ST SO SO S S O
- 17T

cos(2x — )

]=Jnsin(2x—n)dx= —
2

- 2
| une primitive T
2
cos(m) cos(0) 1 1
2 2 2 2
onremplace x parm 4 rempla'ce X par —

2
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I11. Intégrale d’'une fonction continue de signe quelconque

Définition :
Soit f une fonction continue sur [a, b]

L’intégrale de a a b de la fonction f est le nombre F(b) — F(a)

ou F est une primitive de f sur |a, b]

b
J fx)dx = Izg_c)

| F est une primitive de f |

1b

=F(b) — F(a)
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T

1 x+1
costdt et

E le 5. Calcul d
xemple acuezf Xt x4z X

0
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T
sz costdt
0

I = [sint]]
[ =sinmt —sin(
[I=0—-0=0

y{m -p/4 0 p/4 p/R 3pld 5p/4 3/2 Tp/4
14

Intégrale = 5,94333E-0015
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_f‘l x+1 . o
/= . X2+ 2x+2 *

_j‘_llx 2x + 2 p
/= . 2 x%+4+2x+2 *

Intégrale = 0,804719

1 _1
] = lixln(x2 + 2x + 2)
1

1 1
= ~xIn(1-2+2) =2 xIn(1+2+2)

1 1 —1
=5 X In(1) — > X In(5) = - X In(5) =~ -0,8
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Interprétation graphique :
Soit f une fonction continue sur [a, b] de signe quelconque

f; f(x)dx estl'aire algébrique du domaine situé sous la courbe

C et limité par I'axe des abs-
cisses et les droites x = a et
x = b.

Elle est positive lorsque f est
positive et négative lorsque f
est négative sur |a, b].

http://gaellebuffet.free.fr/ Page 29 sur 38



http://gaellebuffet.free.fr/

L 5?2\ Chap 6. Comment calcule-t-on I'aire sous une
o

!
o courbe ? Terminale G

Albert EINSTEIN

Conséquence :
Si f une fonction continue sur [a, b] alors

fabf(x)dx = — Laf(x)dx

Définition de la valeur moyenne :
Soit f une fonction continue sur [a, b] aveca < b

1 b
La valeur moyenne de f sur [a, b] estV,,,(f) = mf f(x)dx.

a
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Interprétation graphique :

L’aire du domaine hachure située sous la courbe C est égale a
I'aire du rectangle gris de di-
mensions (b — a) et V,,(f).

gty
- . ’

1f {f{} bt o g tg gty

E e =, S et Il it et}

A s fos

e ittty bt vy,

T Qo

S R A T A e R R L P T R R

o L
L e

e e N e e N e e N e N e e N e e W N W N e W o N
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Exemple 6.
Calculer la valeur moyenne de la fonction

1
f(x) = ~ sur l'intervalle [1; 3].
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Intégrations par parties

Soit u et v deux fonctions definies et dérivables sur [a, b] telles
que u’ et v’ sont aussi derivables sur
la, b] alors

b b
f u'(x) X v(x)dx = [u(x) x v(x)]? — J u(x) x v'(x)dx

a a

ju’vz [uv]—Juv’
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Exemple 7.
Calculer les intégrales suivantes :

) n
2
I=f x? e* dx ]=J cos(x) e* dx
0 0
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IV. Equations différentielles

Une équation différentielle est une équation dont l'inconnue
n'est pas un nombre, mais une fonction.

Par exemple, résoudre 1'équation différentielle f' = f consiste a
rechercher toutes les fonctions égales a leur dérivee.

Notation : par convention, on note y au lieu de f ce qui donne

y =y.

Théoreme : Equation différentielle homogene du premier ordre
Les solutions de I’équation différentielle y' = ay sont les fonc-
tions définies sur R par x +— Ce®* ou C est une constante réelle.
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Exemple 8.

1] Résoudre I'équation différentielle 2y’ + 3y = 0.

2] On cherche a résoudre I'équation différentielle
(E)y' =2y + 3.
a) Trouver une solution particuliere a (E') notée ¢.
b) Résoudre I'équation homogéene associée (E,) y' = 2y.
c) Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement
si, f — @ est solution de (E,).
d) En déduire toutes les solutions de (E).
e) Donner la solution f de (E) qui vérifie f'(0) = 1.
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Théoreme : Equation différentielle du premier ordre

1] Soient a et b deux constantes réelles, a # 0, les solutions de

I’équation différentielle y' = ay + b sont les fonctions définies

b

sur R par x — Ce** — ~ ou C est une constante réelle.

2] Soita € R* et f une fonction, les solutions de I’équation dif-
férentielle y' = ay + f sont obtenues en ajoutant une solution

particuliere a la solution générale de I'équation homogene asso-
ciee.
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Exemple 9.

Soit I'équation différentielle (E) y' +y = —

1+e”*
» 1. Résoudre dans R, I'equation différentielle homogene asso-

ciée a (E).

» 2. Déterminer une fonction C, définie et dérivable sur R, telle
que, pour tout x de R, la fonction h(x) = C(x)e™ soit solution
particuliére de I’équation (E).

» 3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différen-
tielle (E).

» 4. Déterminer la solution f de (E) qui vérifie la condition ini-
tiale f(0) = 1 + In(2).
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