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Ly
k%ﬂvu= Problémes dans l’_espace
Albert EINSTEIN Enoncé des exercices
Exercice 1.

ABCDEFGH estun cube de c6té 1. Les points I, | et K sont les milieux respectifs des
segments [BF], [BC] et [CD].
L’espace est rapporté au repére (4, AB, AD, AE).
» 1. Donner les coordonnées des points 4, G, I, Jet K dans ce repere.
» 2. On désigne par M un point du segment [AG] et t le réel de I'intervalle [0 ; 1] tel que
AM =t AG.

a. Démontrer que MI? = 3t% — 3t + Z.

b. Démontrer que la distance MI est minimale pour le point N G ; % ; %)
c. Déterminer l'aire du triangle AGI.

» 3. a. Les droites (FD) et (AG) sont-elles sécantes ? Si oui, en quel point ?
b. Les droites (IN) et (HD) sont-elles sécantes ? Si oui, en quel point ?

» 4. Déterminer, s’ils existent, les coordonnées des points intersections entre la droite
(IN) et les plans (Oxy), (0Oxz) et (Oyz).

Exercice 2.

=
L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, k).

On considere les trois points 4, B et C de coordonnées respectives :
13 11 10)

37303

» 1. Vérifier que les points A, B et C définissent bien un plan.

» 2. On considere la sphere S de centre A et de rayon 3. Soit d la droite qui a pour
représentation paramétrique :

A(3;1;3), B(2;—-1;1) et C(

y=-3+2t teR
zZ=t

a. Montrer que le point B appartient a la droite d.

b. Montrer que le point B appartient a la sphere S.

c. Déterminer I’équation de la sphere S.

d. Montrer que la droite d coupe la sphere S en un deuxieme point que I'on

déterminera.
» 3. Déterminer, s’ils existent, les coordonnées des points intersections entre la droite
d etles plans (Oxy), (Oxz) et (Oyz).
» 4. a. Déterminer l'intersection entre la sphere S et le plan (Oxy). Que peut-on en
conclure ? idem avec le plan (0yz).

b. Déterminer 'intersection entre la sphere S et le plan (0Oxz).

{x=1+t

>
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Problemes dans I’espace
A'be” E'NSTE'“ Correction des exercices

Correction de l'exercice 1.

ABCDEFGH estun cube de c6té 1. Les points I, | et K sont les milieux respectifs des
segments [BF], [BC] et [CD].
L’espace est rapporté au repere (A, AB,AD, E)
» 1. Donner les coordonnées des points 4, G, I, Jet K dans ce repere.
» 2. On désigne par M un point du segment [AG] et t le réel de I'intervalle [0 ; 1] tel que
AM =t AG.

a. Démontrer que MI? = 3t% — 3t + E.

b. Démontrer que la distance MI est minimale pour le point N ( : ;)

c. Déterminer l'aire du triangle AGI.
» 3. a. Les droites (FD) et (AG) sont-elles sécantes ? Si oui, en quel point ?
b. Les droites (IN) et (HD) sont-elles sécantes ? Si oui, en quel point ?
» 4. Déterminer, s’ils existent, les coordonnées des points intersections entre la droite
(IN) etles plans (Oxy), (Oxz) et (Oyz).
*

1 1 1
1. [A(0;0;0) G(1;1;1) I<1;0;§) ](1;5;0) K(E;l;O)

AM =t AG=t (AB + BC + CG)
AM = tAB + tAD + tAE
donc M(t; t;t)

1—-t

wi|

2a. ——t
2

2

=1
=

Exercice 1.

1
donc MI? = (1 —t)2 + (—-t)* + (E—t>
1
M12=1—2t+t2+t2+z—t+t2

5
MI? =3t2—3t+Z

4

vt e [0;1],f(t) = jBtZ — 3t+E
2b.

f estderivable sur [0 ; 1]




2b.

6t — 3
vte[0;1]f'(t) =

5
2 _ =
2\/3t 3t+4

f'lt)>0=6t—3>0

t>3 t>1
= - & —~
6 2

t o 4 1

Fj”(f) - ([[l +

F() [

: . 1 : :
La distance MI est minimale pour t = > cequi correspond au point

V(Gi3s)

2C.

1
F;’<1> doncAG =VI+1+1=+3
1

La hauteur du triangle AGI issue de [ est IN.

~1/2
11v< 1/2) doncIN = [f+1= [1=1

0
bxh \/_X 1 Ve
Lalreestdonc%— . \/§><—><-:T

3a.

—1 = —t
F(1;0;1) D(0;1;0) ﬁ)’(1> donc(FD):{y=1+t teR
_1 Z = —t

!

1 x=t
A(0;0;0)  G(1;1;1) E(1> donc (4G) : {y t t'eR

1 z=t
i S
Résolvons : t’t: 1+tt = { t'=—t = bET e
Voo ¢ —t=1+t =1
= — 2

Les droites (FD) et (AG) sont donc sécantes au point N G ; % ; %)




3b.

1101 Nlllﬁv’_l/zd (IN) : < 1 teR
("2) (2’2’2) 162 onc(N) 1 y =3t

_1
. £73
[0 x=0
H(0;1;1) D(0;1;0) HD(O) donc(IN):{ y=1 t'eR
-1 z=1-t
1
(0=1-"t ,
12 t'=1/2 pr=1
Résolvons: 1=5t = t =2 @{ T2
1—t' =2 t=2 t=2

2
Les droites (IN) et (HD) sont donc sécantes au point (0; 1; %)

Z(x;y;z) € (Oxy) doncz = 0donc Z(x;y;0) & (IN)
carz = %pour tous les points de la droite (IN) donc (IN) N (Oxy) = @

Z(x;y;z) € (Oxz)doncy = 0orZ(x;0;z) € (IN)

( _ 1
< 1 y=0
y=§t=0(:)t=0 1
1 ’72
\ Z_Z
1
donc (IN) N (0xz) = {1 (1; 0; E)
Z(x;y;z) € (Oyz)doncx = 0o0rZ(0;y;z) € (IN)
( 1
x=1—§t=0<=>t=2 x =0
1 y=1
1 © 72
\ Z_z

donc (IN) N (Oyz) = {(0; 1;%)}

>

Correction de l'exercice 2.

L’espace est muni d’'un repére orthonormé (0, T,7, k).
On considere les trois points A, B et C de coordonnées respectives :



13 11 10)

A(3;1;3), B(2;—1;1) et - =
(31:3), B@-11) et €(555

» 1. Vérifier que les points A, B et C définissent bien un plan.
» 2. On considere la sphere S de centre A et de rayon 3. Soit d la droite qui a pour
représentation paramétrique :

y=-3+2t teR

{x=1+t
z=t

a. Montrer que le point B appartient a la droite d.

b. Montrer que le point B appartient a la sphere S.

c. Déterminer I'équation de la sphere S.

d. Montrer que la droite d coupe la sphere S en un deuxieme point que 'on
déterminera.

» 3. Déterminer, s’ils existent, les coordonnées des points intersections entre la droite
d etles plans (Oxy), (Oxz) et (Oyz).
» 4. a. Déterminer l'intersection entre la sphere S et le plan (Oxy). Que peut-on en
conclure ? idem avec le plan (0yz).

b. Déterminer 'intersection entre la sphere S et le plan (0xz).

1

Les points A, B et C définissent bien un plan lorsqu'’ils ne sont pas alignés.

-1 4/3
AB (—2) AC (8/3)
—2 1/3

4/3 8/3 1/3

T 27T
J’en déduis que les points A, B et C ne sont pas alignés, ils définissent
donc bien un plan.

Exercice 2.

2a.

2=1+t t=1
B(2;-1;1) —1=-3+42t & {t=1
1=t t=1

Le point B appartient donc a la droite d.

2b.

—1
AB3;1;3), B(2;-1;1) E(—Z)
—2
DoncAB = /(=1)2+ (=2)2+(-2)2=V1+4+4=v/9=3

Le point B appartient donc a la sphere S.

2C.

M(x;y;z) €S < AM =3 & AM? =9 car AM > 0
& x-3)2+@-1)%+=-3)%=9




x=1+t
y=-3+2t teRet(x—3)>+(y—-1)?*+(z—-3)>=9

z=t

(1+t—3)2+(-3+2t—1?+(t—-3)2=9
S (t-2)2+@2t—4)*+(t-3)?2=9
S t?—4t+4+4t>—16t+16+t2—-6t+9=9
& 6t2—26t+20=0
A=26% —4x6 %20 =196 = 142

t—26_14—12—1 . t—26+14—40—10
2d. T2 T12 0 S hTTI T127 3
La solution t = 1 permet de retrouver le point B.
La solution t = ? permet de déterminer le 2¢ point d’intersection
( _1+10_13
¥EATE T3
< 20 11 ) 1 'tC<13-11-10)
y__3+?_?on rouve le poin 33
_ 10
\ )
M(x;y;z) € (Oxz)
doncy =0
x=1+t M(x;y; z) € (Oyz)
M(x;vy;z) € (Ox
(x;y;2) € (0xy) y=0=-3+2t doncx =0
doncz =0 _
=14t Z—t3 x=0=1+t¢t
= , _
{yz‘g”t ‘=3 Yo
> Z=)?_=1t x—1+3—5 t=-1
oly=-3 S 2 ] x=0
z=0 3 = —
M(S-O 3)
272
M(x;y;z) € (Oxy)U S M(x;v;z) € (0yz)US
doncz =0 et doncx =0 et
(x=32+@-1D*+0-3*=9 | (0-3)2+@y-1)2+(z—-3)*=9
(x=32+@G-1D*+9=9 9+ (y—1)2%+(z-3)2%=9
4a. (x=32+@-1?=0 y—1)?%+(z-3)2=0
x =3 x=0
(:){y:l (:){y:1
z=0 z=3
La sphére S et le plan (Oxy) sont La sphere S et le plan (Oxy) sont
donc tangents. donc tangents.




4b.

Mt y.2) € (0x2) US
donc y _ 0 .

(x—3)2+(0—-1)2+(=-3)?%=9
(x—3)?2+1+(z-3)2=09
(x—3)2+(z—-3)?*=8
L’intersection de la sphére S et du plan (Oxy) est un cercle de centre
(3;0; 3) et de rayon V8 = 2+/2 dans le plan (0xy).

|



