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Tache n°(1]
Fonction logarithme népérien
Enoncé des exercices

Exercice 1.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —x + 1 + 2 In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Etudier, en justifiant, la convexité de la fonction f.

B

Exercice 2.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —x% + 9x + 5In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Déterminer 'équation de la tangente a la courbe en 1.

|

Exercice 3.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x2 — 7x + 4 + 5In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe en e.

» 4. Etudier, en justifiant, la convexité de la fonction f.

|

Exercice 4.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —6x2 + 10x — 2 In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe en 1.

» 4. Etudier, en justifiant, la convexité de la fonction f.

|

Exercice 5.

Partie A : On étudie la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = 4x — 4 + 2 In(x).
» 1. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction g.

» 2. Calculer g(1). En déduire le signe de la fonction g.

Partie B : Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 2x? — 6x + 2x In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe en e.

» 4. La courbe de la fonction f admet-elle un point d’'inflexion ? Justifier.
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Exercice 6.

Soit k € N*, on définit la fonction f; sur ]0; +oo[ par fi,(x) = x — kInGo),

X

Pour tout k € N¥, la courbe de f;, admet un point d’inflexion, on appelle u; 'ordonnée

de ce point d’inflexion. La suite (u; ) est-elle convergente ?

o



Tache n°(1]
Fonction logarithme népérien
Correction des exercices

Correction de l'exercice 1.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —x + 1 + 2 In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.
» 3. Etudier, en justifiant, la convexité de la fonction f.

lir(r)1+ —-x+1=1
x— ) _
1ir51+ 21n(x) = —oo donc, par somme, xll)r(r)1+ flx) = —o0
X—
x = 0 est donc une asymptote verticale.
ligl —x+1=—o0
X—+00
lim 2In(x) = +oo FI par somme
x—+00
1 1 In(x)
VXE]O;+OO[,f(x) =x _1+;+2 X "
In(x
or lim ( ): 0
xX—>+00 X
lim x = 4o
X—+00
: 1 In(x) donc, par produit, lim f(x) = —oco
z lim -14+-—-+4+2X = — x—+00
) x>+ X x
e
5 f est dérivable sur ]0; +oo[
Vx € ]0; +oo[, ' (x) 142242
. (0.0) = — —_
X ; f(x " -
fl(x)>0 e — >0
S —x+2>0carx>0
2. S 2>x
z |0 2 +00
f(z) + ¢ —
20n(2)—1
o0 oo




f' est dérivable sur ]0; +oo[

—-x+2
Vx € ]0; +oo[, f'(x) =
., —x—(—x+2) —-x+x-2 2
f (X) = XZ = x2 = _F
2
Vx € ]0; 4oo[, f""(x) = =< 0
La courbe de la fonction f est donc concave sur |0; +oo.
oy T
—————— H

””””””””””””””””
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Correction de l'exercice 2.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —x? + 9x + 5In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe en 1.

lim+ —XZ 4+9x =0
xl% 5In(x) = —o donc, par somme, lim f(x) = —oo
xX—

x = 0 est donc une asymptote verticale.

lirp —x? = —o0
o FI
lim 9x 4+ 5In(x) = 400 par somme
xX—+ 0o
" 10 enl 00 = 22 (=14 24 5 5 22
. (00} = - —_
X ; S (x)=x " 2
In(x
or lim (2) =0
x—+00 X
lirp x? = 400
X—>1+00
9 In(x) donc, par produit, lim f(x) = —o
lim —-14+—-+4+5xX > = — X—+00
xX—+00 X X
o f est dérivable sur ]0; +oo[
9 Vx € ]0; +oo[, f(x) = —x? + 9x + 51In(x)
I3
B
E o) = —2 +9+5_—2x2+9x+5
fila) = —2x x x
ffx)>0= —2x>+9x+5>0 carx> 0
A=81—-4x%x(—-10)=121>0
-9 —+v121 -9 ++v121 1
Xy)=—=5etx=—mm=—=
—4 —4 2
2 La parabole est tournée versle bascara = -2 < 0
t 0 = 0 5 +00

—227+97+5 %/{7 + ¢ -

J’en déduis que :

T |0 5) 400
() + ¢ -
204-5In(5)
f(z) 7 .
—00 —0

£(5) = 20 + 51n(5)




f(D=-1+9+5In(1) =8
—2+9+5

fr)=——F——=12

y=12(x—1)+8=12x—-12+8=12x—4

L’équation de la tangenteen 1 est y = 12x — 4.
y , ’

- -304
r - 201

- - 104
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Correction de l'exercice 3.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x2 — 7x + 4 + 5In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe en e.

» 4. Etudier, en justifiant, la convexité de la fonction f.

lim x2 —-7x+4=4

x—-0t

11% 51n(x) = — }donc, par somme, ,}L%L flx) = —o0
X—

x = 0 est donc une asymptote verticale.

lim —7x = —
xX—+0oo

lirp x2+4+5In(x) =+
1. X—+400

Vx € ]0; +oof, f (x) = x AL
’ ’ B x  x?

%2

In(x
or lim (2) =0

x—+4+00 X
1ir+n x2 = 400
X—400
4 In(x) dongc, par produit, liI_P f(x) =+
— X—+00

7
lIm 1——+—+4+5x% =1
X—+ X x2 Xz

} FI par somme

f est dérivable sur ]0; +oo[
Vx € ]0; +oo[, f(x) = x> —7x + 4 + 51In(x)
5 2x*—7x+5
f’(x)=2x—7+;= .
flx) >0=2x2—7x+5>0 carx >0
A=49—-4x10=9>0
7 -9 7 ++9

4 4
La parabole est tournée vers le hautcara =2 > 0

Exercice 3.

X1

=1let x, =

5
2

€T —00 0 1

—— oot
_|_

2. 20’ —Tx+b + ¢ —

J’en déduis que :

r |0 1 +00

+

_|_
)
f(z) _OO/ sy

fF(D=1-744+5In(1) = -2

(5)_25 35_|_4_|_51 (5)_—29+51 (5)
"Z)=2"3 "2/ % "2

—o— ol

+0o0




f(e)=e?—7e+4+5In(e) =e?—7e+9

2e? —7e+5
fr(e) ==——
2e? —7e+5 5
y = p (x—e)+e —7e+9
2e? —7e+5 " ,
= - x—2e“+7e—54+e“—7e+9
2e? —7e+5 5
y = 5 x—e“+4

,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,
,,,,,,,,,,
| -
-
-
,,,,,,,

,,,,,,,

f' est dérivable sur ]0; 4+oo[

2x%2 —7x+5
Vx € ]0; +oof, f'(x) = "
., (4x — 7)x — (2x*> —7x + 5)
£ = =
., 4x% —7x —2x*+7x—5 2x*—-5
F() = : _ B
X X
f'(x) >0 2x>—-5>0 carx? >0
5
x> =
73
> > < >
= - _ |2
X 5 ou X >
T exdu
V10
S X > —
2
r |0 @ +00
fH(I) _ +

f concave |convexe

>



Correction de l'exercice 4.

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —6x2 + 10x — 2 In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition
» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe en 1.

» 4. Etudier, en justifiant, la convexité de la fonction f.

lir(gl+ —6x2+10x =0

x> donc, par somme, lim f(x) = +oo
lir(r)l+ —2In(x) = o0 P x50+ f(x)

X—

x = 0 est donc une asymptote verticale.

lim 10x = —o

. X—+ 00
§ lirll —6x? — 21n(x) = _Oo} FI par somme
1 X—>+00
% 1. ) 10 In(x)
X Vx € ]0; +oo[, f(x) = x —6+?—2>< -2
In(x
or lim (2) =0
xXx—>+o0o X
lirP x? = 400
X—>1+00
_ 10 In(x) donc, par produit, limoof(x) = —o0
lim —6+——-2X—-=-— Xt
x—>+00 X X




f est dérivable sur ]0; +oo]
Vx € ]0; +oo[, f(x) = —6x2 + 10x — 21In(x)
2 —12x*+10x -2
f’(x)=—12x+10—;= .
flx) >0 —12x2+10x—2>0 carx >0
A=100—-4%x24=4>0

_-lo-v4 1 10443 1
NET O T2 T T T3
La parabole est tournée versle bascara = =12 > 0
x —00 0 % % +00
—12224+102—2 - ¢ + ¢
J’en déduis que :
z |0 % % +00
fol - 0+ 0 -
+0o0 112 1n(2)
\ 2
f(z) 7 \
84+21n(3) oo
(1>— LA <1>— +21n(3)
3)” 973 “M3)” .
1 —6 10 1




f(D=-6+10-2In(1) =4

—-124+10-2
Fay=—"— "=
y=—4x-1)+4=—4x+4+4
y=—4x+38
,,,,, g
fffff H
S N S S I
f' est dérivable sur ]0; 4+oo[
—12x% 4+ 10x — 2
Vx € ]0; +oof, f'(x) = »
" (—24x + 10)x — (—12x% + 10x — 2)
£ = :
X
., —24x%+10x + 12x*2 —10x +2 —12x%*+2
FG) = : -T2
X X
f'"(x) >0 —12x>+2>0 carx? >0
2
o xl < —
Y
0<x< 1 0>x> 1
= — .
X ¢ ou X c
exclu
V6
S0<x<—
6
x |0 % +0o0
fH(CE) + .

f convexe | concave

>



Correction de l'exercice 5.

Partie A : On étudie la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = 4x — 4 + 2 In(x).
» 1. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction g.

» 2. Calculer g(1). En déduire le signe de la fonction g.

Partie B : Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = 2x? — 6x + 2x In(x).

» 1. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.

» 2. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.
» 3. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe en e.
» 4. La courbe de la fonction f admet-elle un point d’'inflexion ? Justifier.

B

g est dérivable sur ]0; +oo
Vx € ]0; +oo[, g(x) = 4x — 4 + 2In(x)

2 4x+2
gl(x)=4+;=

X

gx)>0=4x+2>0carx>0

2
Al. S x> ——

4
J’en déduis que Vx € ]0; +oo[, g'(x) >0

x 0 —+00
g'(x) +

Exercice 5.

E
g1)=4-44+2In(1) =0

J'en déduis le signe de la fonction g :
A2. x |0 1 +oo

glo)] - 0 +




B1.

lim 2x =0
x—07t

lim In(x) = _Oo} FI par produit
x—-0%

or )}Lrgl+xln(x) =0

lir(r)l+ 2x2—6x=0
xX— i =
donc im, 2x1nCe) = 0 donc, par somme, lim, f (x) = 0
X
lim —6x = —
Xt FI par somme
lirp 2x% 4+ 2xIn(x) = +oo
X—+400
5 6 In(x) ~In(x)
Vx €]0; 4o, f(x) =x°|2——+2 or lim =0
X X x>+ X
lim x% =+
x—+00
6 In(x) dong, par produit, lim f(x) = +oo
lim 2 ——+2 =2 X=+eo
x>+ X X

B2.

f est dérivable sur ]0; +oo[
Vx € ]0; +oo[, f(x) = 2x% — 6x + 2x In(x)

1
f'(x) =4x—6+21n(x)+2x><;

f'(x) =4x—6+2In(x) + 2
f'(x) =4x — 4+ 21In(x)

f'(x)=gx)
ffx)>0= gx)>0
r |0 1 400
@) - o+

1(x) O\_4/+oo
f(l)=2—-6+2In(1) = —4




B3.

f(e) = 2e? —6e + 2eln(e) = 2e? — 4e

f'(e) =4e—4+2In(e

)=4e—2

y=(4e —2)(x —e) + 2e? —4e = (4e — 2)x — 4e? + 2e + 2e? — 4e

—(4e—2)x—2e —Ze

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

***********************************

*********************************

********************************************

B

il aidll el it afitittil ettt Al Sl it il il

******************************************

,,,,,,,,,

B4.

f' est dérivable sur ]0; +oo[
Vx € ]0; +oof, f'(x) = g(x)

') =g'(x)
Vx € ]0; +oo[,g'(x) >0

J’en déduis que la fonction f est convexe sur |0; +oo].

B3



Correction de l'exercice 6.

Soit k € N*, on définit la fonction f;, sur ]0; +oo[ par f(x) = x — k“;(x)_

Pour tout k € N¥, la courbe de f;, admet un point d’inflexion, on appelle u; 'ordonnée
de ce point d’inflexion. La suite (u; ) est-elle convergente ?

>



Exercice 6.

vk € N*, f, estdérivable sur ]0; +oo
kx x % — kIn(x)

2
2 _
£10x0) = x“ —k+ kln(x)

2
vk € N¥, f', estdérivable sur ]0; +oo[
(Zx + g) x? —2x(x? — k + k1In(x))

Vx €]0;+oof, fi(x)=1-

Vx € ]0; +oo[, fi'(x) =

x4
., 2x3 + kx — 2x3 + 2kx — 2kx In(x)
K (x) = o
N 3kx — 2kx In(x)
k (x) = x4
N 3k — 2k In(x)
ke (x) = 3

f"(x) >0 3k —2klIn(x) >0 carx >0

<=>l()<3k
n(x) <o

< In(x) < 1,5
& x <el?

x 0 61'5 +00
=)+ -

f |lconveze|concave

Vk € N*, f;, admet donc un point d’inflexion d’abscisse e

1,5
k — Jk - 15
e )
s LSK
k els
" . e3—15k
Vk € N¥, Uy _T
klim u, = klim e3—15k=—ococare >0
—+00 —+00
R A ||| I A A A R
| '
ffffff 5! \
ffffff at W -- - A
—————— 3H-HWN-F----F - S T
—————— 24 - rr £/ **r*%**r****r***
777777 }—_7 i 7 - -, 7777777%7777777‘7777
| | f é P |
-1 0 1 2 3 415 6 x
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