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Terminale (=) Préparation du Contréle
Spécialité Mathématiques
Enoncé du sujet

Exercice 1. (8 points)

PARTIEA :
In(x + 3)

x+3
» 1. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition. La courbe
représentative de f admet-elle des asymptotes ?
1—In(x +3)

(x +3)?
b) Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Calculer f(—2), en déduire le signe de la fonction f sur |—3; +oo.

On considere la fonction f définie sur |—3; +oo[ par f(x) =

» 2. a) Démontrer que f'(x) =

PARTIEB :

On considére la fonction F définie sur |—3; +oo[ par F(x) = (In(x + 3))2.

» 1. Déterminer les limites de la fonction F aux bornes de son ensemble de définition. La courbe
représentative de F admet-elle des asymptotes ?

» 2. En vous aidant de la partie A, étudier les variations de la fonction F et dresser son tableau de
variations.

PARTIE C : Démontrer que la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0; 6] est égale a 2

>

Exercice 2. (4 points)
» 1. On considere les deux fonctions f et g définies et continues sur [0 ; 2]
respectivement par f(x) = —x? + 3x et g(x) = x.
Déterminer la valeur exacte de
l'aire, exprimée en unité d’aire,
située entre les courbes
représentatives de ces deux
fonctions.

» 2. Al'aide d’une intégration par parties, détermine
la valeur exacte de I'intégrale puis hachurer la zone
qu’elle représente sur le graphique ci-contre :

1
L= f (2x + 1)e ™ dx
0

>

Exercice 3. (8 points)
Cet exercice propose l'étude de la contamination accidentelle d’un cours d’eau par un polluant.

Partie A. Résolution d’'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E) y' + 0,25y = 3e~! ol y est une fonction de la variable réelle
t, définie et dérivable sur l'intervalle [0; +oo.

» 1. Déterminer les solutions sur l'intervalle [0 ; +oo[ de I’équation différentielle (E,) y' + 0,25y = 0.
» 2. Soit h la fonction définie sur l'intervalle [0; +oo[ par: h(t) = —4e™".

Démontrer que h est une solution particuliere de 'équation différentielle (E).

» 3. Démontrer que la fonction f est solution de I’équation différentielle (E) si, et seulement si, la
fonction (f — h) est solution de I’équation différentielle (E,).

» 4. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

» 5. Déterminer la solution f de 'équation différentielle (E') qui vérifie la condition initiale f(0) = 75.



Partie B. Etude d’une fonction
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par f(t) = 79e 7925 — 4e™t,
On désigne par Z la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal.
» 1. Déterminer la limite de la fonction f en +oo0. Que peut-on en déduire pour la courbe °?
» 2a. Démontrer que la dérivée de f peut s’écrire f'(t) = e~ %25¢(—=19,75 + 4e~%75%) pour tout t dans
I'intervalle [0; +oo].
b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur I'intervalle [0; +oo.

c. Démontrer que I'équation f(t) = 7,5 admet une unique solution sur [0; +co[. On donnera une
valeur approchée au dixieme.

» 3a. Démontrer que la valeur moyenne de la fonction f sur I'intervalle [0; 20] est
Vi = %(—3166_5 + 4e72% + 312)

b. Donner la valeur approchée de V;, arrondie au dixiéme.

Partie C. Exploitation des résultats
On admet que, t semaines apres la contamination, la concentration de polluant dans I’eau, exprimée

en milligramme par litre, est gf(t), ou f estla fonction étudiée dans la partie B.

» 1. La baignade est sans danger lorsque la concentration de polluant dans I’eau est inférieure ou
égale a 2,5 milligrammes par litre. Au bout de combien de semaines, la baignade sera-t-elle sans
danger ?

» 2. Quelle est la valeur moyenne, au cours des 20 semaines suivant la contamination, de la
concentration de polluant dans I’eau ?

>
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Correction du sujet

Correction de I'exercice 1. (8 points)

PARTIEA :
In(x + 3)

x+3
» 1. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition. La courbe
représentative de f admet-elle des asymptotes ?
1—In(x +3)

(x +3)?

b) Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f.

» 3. Calculer f(—2), en déduire le signe de la fonction f sur |—3; +oo.

On considere la fonction f définie sur |—3; +oo[ par f(x) =

» 2. a) Démontrer que f'(x) =

PARTIE B :

On considére la fonction F définie sur |—3; +oo[ par F(x) = (In(x + 3))2.

» 1. Déterminer les limites de la fonction F aux bornes de son ensemble de définition. La courbe
représentative de F admet-elle des asymptotes ?

» 2. En vous aidant de la partie A, étudier les variations de la fonction F et dresser son tableau de
variations.

(ln(3))2'

PARTIE C : Démontrer que la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0; 6] est égale a 2

>

lin;)+ In(x +3) = —oo
xo— . .
. dongc, par quotient, lim x) = —oo0
llrré+x+3=0+ parq x—>—3+f( )
x——
La droite x = —3 est donc une asymptote verticale a la courbe.

lir_El In(x +3) = o0
X—+ 00 .
Al. Hm x + 3 = 400 FI, par quotient

xX—+00

_In(x) . :
or lim = 0 donc puisque, lim x + 3 = 4o
x—>+00 X X—+00

alors lim f(x) =0
X—>+00

La droite y = 0 est donc une asymptote horizontale en 4o a la courbe.

Exercice 1.

In(x + 3)
Vx € ]—3; +oo[ — T
x €]=3;4oof, f(0)=—"—
f est dérivable sur |—3; +oo[
Vx € |-3; +oo,
(x+3)Xx—=—1XIn(x+3)

! _ x+ 3
f(x) = 132

A2a.

1—In(x+3)

f'x) = 13




ffx)>0=1—-In(x+3)>0car(x+3)2>0
< —In(x+3) > -1
Shkx+3)<1
& x+3<etl
S x<e—3

A2b. T =3 e—3 +00
)
r@) + 0 -
1
—00 0
Ine—3+3) In(e) 1
fle=3)= e—3+3 e e
In(—2+3) In(1)
fCO=—"mm =1 =0
r |-3 -2 +4x
f@| - 0 +
”!’””:’””:’”’L ””” !’””:’””:’””!’””!’””!’”’
A3. o o
”!’””:’””:’”’l— ””” !’””!’””:’””!’””!’””!’”’
i/——g | | 5 | ] x
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 X
”!’””!’””!’”_l— ””” !’””!’””S’””!’””!’””!’”’
fffffffffffffff 7 e
1irr§+ In(x + 3) = —oo dong, par produit, lirr§+F(x) =+
x—— x——
B1 La droite x = —3 est donc une asymptote verticale a la courbe.

lirP In(x + 3) = +o dong, par produit, lilrl F(x) = 4+
X—+00 X—+00

B2.

vx € ]-3; +oo[, F(x) = (In(x + 3))?
F est dérivable sur |—3; +oo[
Vx € ]-3; 40|,
F' =2x1
() ><n(x+3)><x_|_3
In(x + 3)

=2X— 53 ~HYW

D’apres la partie A3,

r =3

F(=2) = (In(=2 + 3))? = (In(1))? = 0




Vx € |-3; oo, F'(x) = 2f (x)
Donc %F est une primitive de f.
La valeur moyenne de f sur l'intervalle [0; 6] vaut :

1 6
V() = gf f(x)dx
0
171 6
V) = 5|57 C0)|
) = 2 o tnce +3))7]
mya 61 2 0
V() = 5 ((In(6 + 3))? = (In(0 +3))?)
1
V() = = ((n(9)” — (n3)))
1
¢ |Vl =252 M@ = (n3)?)
1
V() = = (40n(3))? = (In(3))*) =
1 In(3))?
V() = = X 3(n(3))? = @

I y I I I I I I
S A A A

(In(3))?
4

0,34

-0

R

Correction de l'exercice 2. (4 points)

» 1. On considere les deux fonctions f et g définies et continues sur [0 ; 2]
respectivement par f(x) = —x? + 3x et g(x) = x.

Déterminer la valeur exacte de 'aire, exprimée en unité d’aire, située entre les
courbes représentatives de ces deux fonctions.

» 2. Al'aide d’'une intégration par parties, détermine la valeur exacte de
'intégrale puis hachurer la zone qu’elle représente sur le graphique ci-contre :

1
L= J (2x + 1)e *dx
0

>



Exercice 2.

On veut calculer

fzf(X)dx—fzg(x)dx I
2 , o o 2 1
j;f(x)dx—j; g(x)dx:fo (_x2+3x)dx—f0 .

777777777

2
=f (_x2+3x_x)dx
0

77777777

fffffffff

fffffffff

2 1
= f (—xZ + ZX)dx ; 3 |
0

3 r -~ -~ Intégrale = 1,33333 - - - - - -
0

1
L :f (ZX + l)e—xdx — j_u,v
0

! 1
L= .I; 2x+ e dx = [uv] — fuv’ = [(2x + D(—e )]} _J;) 2(—e~%)dx

1
L=[-(2x+De™; +f 2e *dx
0
L=—Q+De 1+ 0+ 1)e’+ [2(—e™)]}
3
L=-griti2e;

3
L:_E+1—Ze‘1+zeo

iiiiiiiiiii
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Correction de l'exercice 3. (8 points)

Cet exercice propose I'étude de la contamination accidentelle d’un cours d’eau par un polluant.

Partie A. Résolution d’'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E) y’ + 0,25y = 3e~* ol y est une fonction de la variable réelle
t, définie et dérivable sur l'intervalle [0; +oo.

» 1. Déterminer les solutions sur l'intervalle [0 ; +oo[ de I’équation différentielle (E,) y' + 0,25y = 0.
» 2. Soit h la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par: h(t) = —4e™t.

Démontrer que h est une solution particuliere de I'équation différentielle (E).

» 3. Démontrer que la fonction f est solution de 'équation différentielle (E) si, et seulement si, la
fonction (f — h) est solution de I'équation différentielle (E,).

» 4. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

» 5. Déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale f(0) = 75.

Partie B. Etude d’une fonction
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par f(t) = 79e 925 — 4¢~¢,
On désigne par Z la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal.
» 1. Déterminer la limite de la fonction f en +00. Que peut-on en déduire pour la courbe ?
» 2a. Démontrer que la dérivée de f peut s’écrire f'(t) = e~ %25¢(—19,75 + 4e~%75%) pour tout t dans
I'intervalle [0; +oo].
b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur I'intervalle [0; +oo.
c. Démontrer que I'équation f(t) = 7,5 admet une unique solution sur [0; +oo[. On donnera une
valeur approchée au dixieme.

»3a. Démontrer que la valeur moyenne de la fonction f sur I'intervalle [0; 20] est

1
Vi = %(—316(5 + 4e72% + 312)

b. Donner la valeur approchée de V,,, arrondie au dixiéme.

Partie C. Exploitation des résultats
On admet que, t semaines apres la contamination, la concentration de polluant dans I’eau, exprimée

en milligramme par litre, est 3 f(t), ou f estla fonction étudiée dans la partie B.

» 1. La baignade est sans danger lorsque la concentration de polluant dans I'eau est inférieure ou
égale a 2,5 milligrammes par litre. Au bout de combien de semaines, la baignade sera-t-elle sans
danger ?

» 2. Quelle est la valeur moyenne, au cours des 20 semaines suivant la contamination, de la
concentration de polluant dans I'eau ?

1
y'+0,25y =0
Al = y' =-0,25y
" | L’équation différentielle (E,) a donc pour solution les fonctions y(t) = Ce~%?5t ot C
t;l; est une constante réelle.
= vt € [0; 4], h(t) = —4et
) La fonction h est dérivable sur [0; +oo[
&5 A2 vt € [0; 400, h'(t) = —4 X (—et) = 4e™t
" |Vt €[0; 4o,
h(t)+ 025X h(t) =4e t+0,25x (—4e ) =4e t—et =3¢t
h est donc une solution particuliére de I’équation différentielle (E)




Je suppose que la fonction f est solution de I’équation différentielle (E)
donc '+ 0,25f =3e~*t
fF-n'=f"-n
(f —h) =3et—0,25f — (3e"t - 0,25h)
(f —h) =3et—0,25f —3e"t + 0,25h
(f —h)' =—-025(f — h)
donc la fonction (f — h) est solution de I'équation différentielle (E,)
A3. Réciproquement, je suppose que la fonction (f — h) est solution de I'équation
différentielle (E,)
donc (f —h)' = —0,25(f — h)
f'—h'=-0,25f + 0,25h
f'"=h"—0,25f + 0,25h
& f'+0,25f =h'+ 0,25k
& f'+0,25f =3e"
donc la fonction f est solution de I'équation différentielle (E)

vt € [0; +oof, (f —h)(t) = Ce %5t
A4 f(t) — h(t) = Ce™*25¢
" e f() = h(t) + Ce 025

& f(t) = Ce 25t —4e7t

f(0) =75=Ce% — 4e°
S 75=C0-4
=C=79
Vt € [0; +oo[, f(t) = 79e %5t — 47t

AS5.

lim e™ %25t =0

t—+o0 . _
B1. lim et =0 }donc, t1—1>£-noof(t) =0
t—>+o

La courbe Zadmet donc la droite y = 0 pour asymptote horizontale en +co.

Vt € [0; +oof, f(t) =79e925 — 4¢t

f est dérivable sur [0; +oo[

f'(t) =79 x (—0,25 x e7%%5t) — 4 x (—e™?)
f'(t) = —19,75 7025 4 4¢~¢

et
F(t) = e —0:25¢ <_19,75 + 4m>

f’(t) — e—0,25t(_19’75 +4 e—t+0,25t)
f'(t) = e %?%(=19,75 + 4 e~073")

B2a.




f't)>0
& e 025((_19,75 + 4 ¢7075t) >
& —19,75+4e7 %75t > 0 car e %25t > 0
& 4e7975t > 19,75

19,75
> 4

& e 075t > 49375
< —0,75t >1In(4,9375)

= e—0,75 t

In(4,9375)
B2b. —0,75
In(4,9375) 212 <0
-0,75 "~
donc Vt € [0; +oof, f'(t) <O
t [0 o0
fl) -
7H
f(t) \U
La fonction f est continue car dérivable sur [0; +oo[
£(0)=75>75

B2c.

tl_i)rg)f(t) =0<7,5
D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, I'’équation f(t) = 7,5 admet donc au
moins une solution sur [0; +oo.
De plus, la fonction f est strictement décroissante sur [0; +oo[, la solution a
I'équation f(t) = 7,5 est donc unique.

f(9,41) = 7,515 et f(9,42) = 7,496
La solution vaut donc environ 9,4.

B3a.

La valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [0; 20] est

1 20
Vi = >0 i f(t)dt
1 20

Vo = %0 (79e7925t — 4e~t)dt
0

1
20

—0,25¢t 20
—4x (—et
~0,25 (—e )O

Vi 79 X

1
—_—[— -0,25¢t —t720
= 55 [-316e + 4e™t]2

1
Vin = ﬁ(—3169—0'25“0 +4e720 — (—=316e° + 4¢°))

Vin

1
Vo = %(—3168_5 +4e72% + 316 — 4)

1
Vo = %(—3168_5 +4e72% 4+ 312)




1
v, = %(—316e‘5 + 4e72% +312) = 15,49 =~ 15,5

y
- 701
- -60+
- 504+
B3b. -
- 301
-~ 204
- 104
0
T aggrate = 309,571 L
1
3/ =25
c1 = f(t) <25%x3
) = f(t) <75
D’apres la question B2c. la baignade sera donc sans dans danger au bout de 9,4
semaines environ.
20
Veo==—| f(Odt= i(—316e-5 + 4e720 + 312)
™20/, 20
20 1 1 15,49
C2. || =f®dt==x%xV,=—x(-316e75+4e72° +312) x —— ~ 5,2
20), 3/ OdE=3xVn=55x (731677 +4e™ 4+ 312) ==~ 5,

La valeur moyenne, au cours des 20 semaines suivant la contamination, de la
concentration de polluant dans I'’eau est 5,2 mg/L.
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