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Tâche n°8  
Démontrer une égalité par récurrence 

Enoncé des exercices 

 

Exercice 1.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par 𝑢0 = 3 et 𝑢𝑛+1 =
1

3
 𝑢𝑛 + 1 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
1+3𝑛

2×3𝑛−1
 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
 

Exercice 2.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par : 

𝑢0 = 1  et  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

1 + 2𝑢𝑛
 

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
1

2𝑛+1
 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
 

Exercice 3.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par 𝑢0 = 5 et 𝑢𝑛+1 = 10 − 2 𝑢𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
5

3
× (−2)𝑛 +

10

3
  pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) La suite (𝑢𝑛) est-elle convergente ? 
 

Exercice 4.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par :  

𝑢0 = 1  et  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

√1 + 𝑢𝑛
2

 

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
1

√𝑛+1
 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
 

 

  



Tâche n°8  
Démontrer une égalité par récurrence 

Correction des exercices 

Correction de l'exercice 1.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par 𝑢0 = 3 et 𝑢𝑛+1 =
1

3
 𝑢𝑛 + 1 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
1+3𝑛

2×3𝑛−1
 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
 

E
x
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 1
. 

a) 

Pour 𝑛 un entier fixé arbitrairement, notons 𝒫(𝑛) la proposition 𝑢𝑛 =
1+3𝑛

2×3𝑛−1
 

Initialisation : pour 𝒏 = 𝟎 

1 + 30

2 × 3−1
=

1 + 1

2 ×
1
3

=
2

2 ×
1
3

= 3 = 𝑢0 

donc 𝒫(0) est donc vraie. 

Hérédité : Je suppose que 𝓟(𝒏) est vraie pour un entier naturel 𝒏 fixé 
arbitrairement 

Je suppose donc que 𝒖𝒏 =
𝟏+𝟑𝒏

𝟐×𝟑𝒏−𝟏
 

𝑢𝑛+1 =
1

3
 𝑢𝑛 + 1 

𝑢𝑛+1 =
1

3
 ×

1 + 3𝑛

2 × 3𝑛−1
+ 1 

𝑢𝑛+1 =
1 + 3𝑛

2 × 3𝑛
+

2 × 3𝑛

2 × 3𝑛
 

𝑢𝑛+1 =
1 + 3𝑛 + 2 × 3𝑛

2 × 3𝑛
 

𝑢𝑛+1 =
1 + 3 × 3𝑛

2 × 3𝑛
 

𝑢𝑛+1 =
1 + 3𝑛+1

2 × 3𝑛
 

donc 𝒫(𝑛 + 1) est donc vraie. 

J’en déduis que 𝓟(𝒏) est vraie pour tout entier naturel 𝒏 

donc ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛 =
1 + 3𝑛

2 × 3𝑛−1
 



b) 

∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛 =
(1 + 3𝑛) × 3−𝑛

2 × 3𝑛−1 × 3−𝑛
 

  𝑢𝑛 =
3−𝑛 + 3𝑛 × 3−𝑛

2 × 3𝑛−1−𝑛
 

𝑢𝑛 =
3−𝑛 + 3𝑛−𝑛

2 × 3−1
 

𝑢𝑛 =
3−𝑛 + 30

2 ×
1
3

 

𝑢𝑛 =
3

2
× (3−𝑛 + 1) 

lim
𝑛→+∞

3−𝑛 = lim
𝑛→+∞

(
1

3
)

𝑛

= 0 

donc  lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
3

2
 

 

Correction de l'exercice 2.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par 𝑢0 = 1 et 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

1+2𝑢𝑛
 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
1

2𝑛+1
 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
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 2
. 

a) 

Pour 𝑛 un entier fixé arbitrairement, notons 𝒫(𝑛) la proposition  

𝑢𝑛 =
1

2𝑛 + 1
 

Initialisation : pour 𝒏 = 𝟎 

1

2 × 0 + 1
= 1 = 𝑢0 

donc 𝒫(0) est donc vraie. 

Hérédité : Je suppose que 𝓟(𝒏) est vraie pour un entier naturel 𝒏 fixé 
arbitrairement 

Je suppose donc que 𝒖𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏+𝟏
 

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

1 + 2𝑢𝑛
 

𝑢𝑛+1 =

1
2𝑛 + 1

1 + 2 ×
1

2𝑛 + 1

 

𝑢𝑛+1 =

1
2𝑛 + 1

2𝑛 + 1
2𝑛 + 1

+
2

2𝑛 + 1

 

𝑢𝑛+1 =

1
2𝑛 + 1
2𝑛 + 3
2𝑛 + 1

 

𝑢𝑛+1 =
1

2𝑛 + 1
×

2𝑛 + 1

2𝑛 + 3
 

𝑢𝑛+1 =
1

2𝑛 + 3
=

1

2(𝑛 + 1) + 1
 

donc 𝒫(𝑛 + 1) est donc vraie. 

J’en déduis que 𝓟(𝒏) est vraie pour tout entier naturel 𝒏 

donc ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛 =
1

2𝑛 + 1
 

b) lim
𝑛→+∞

2𝑛 + 1 = +∞  donc  lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 

 

Correction de l'exercice 3.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par 𝑢0 = 5 et 𝑢𝑛+1 = 10 − 2 𝑢𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
5

3
× (−2)𝑛 +

10

3
  pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) La suite (𝑢𝑛) est-elle convergente ? 
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 2
. 

a) 

Pour 𝑛 un entier fixé arbitrairement, notons 𝒫(𝑛) la proposition  

𝑢𝑛 =
5

3
× (−2)𝑛 +

10

3
 

Initialisation : pour 𝒏 = 𝟎 

5

3
× (−2)0 +

10

3
=

15

3
= 5 = 𝑢0 

donc 𝒫(0) est donc vraie. 

Hérédité : Je suppose que 𝓟(𝒏) est vraie pour un entier naturel 𝒏 fixé 
arbitrairement 

Je suppose donc que 𝒖𝒏 =
𝟓

𝟑
× (−𝟐)𝒏 +

𝟏𝟎

𝟑
 

𝑢𝑛+1 = 10 − 2 𝑢𝑛 

 

𝑢𝑛+1 = 10 − 2 (
5

3
× (−2)𝑛 +

10

3
) 

 

𝑢𝑛+1 = 10 − 2 ×
5

3
× (−2)𝑛 − 2 ×

10

3
 

𝑢𝑛+1 =
30

3
+

5

3
× (−2)𝑛+1 −

20

3
 

𝑢𝑛+1 =
5

3
× (−2)𝑛+1 +

10

3
 

donc 𝒫(𝑛 + 1) est donc vraie. 

J’en déduis que 𝓟(𝒏) est vraie pour tout entier naturel 𝒏 

donc ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛 =
5

3
× (−2)𝑛 +

10

3
 

b) (𝑢𝑛) comme (−2)𝑛 est divergente 

 

Correction de l'exercice 4.  

La suite (𝑢𝑛) est définie par :  

𝑢0 = 1  et  ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

√1 + 𝑢𝑛
2

 

a) Démontrer, par récurrence, que 𝑢𝑛 =
1

√𝑛+1
 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

b) En déduire la limite de la suite (𝑢𝑛). 
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. 

a) 

Pour 𝑛 un entier fixé arbitrairement, notons 𝒫(𝑛) la proposition  

𝑢𝑛 =
5

3
× (−2)𝑛 +

10

3
 

Initialisation : pour 𝒏 = 𝟎 

1

√0 + 1
= 1 = 𝑢0 

donc 𝒫(0) est donc vraie. 

Hérédité : Je suppose que 𝓟(𝒏) est vraie pour un entier naturel 𝒏 fixé 
arbitrairement 

Je suppose donc que 𝒖𝒏 =
𝟏

√𝒏+𝟏
 

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

√1 + 𝑢𝑛
2

 

 

𝑢𝑛+1 =

1

√𝑛 + 1

√1 + (
1

√𝑛 + 1
)

2

 

𝑢𝑛+1 =

1

√𝑛 + 1

√𝑛 + 1
𝑛 + 1

+
1

𝑛 + 1

 

𝑢𝑛+1 =

1

√𝑛 + 1

√𝑛 + 2

√𝑛 + 1

 

𝑢𝑛+1 =
1

√𝑛 + 1
×

√𝑛 + 1

√𝑛 + 2
 

𝑢𝑛+1 =
1

√𝑛 + 2
 

donc 𝒫(𝑛 + 1) est donc vraie. 

J’en déduis que 𝓟(𝒏) est vraie pour tout entier naturel 𝒏 

donc ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑢𝑛 =
1

√𝑛 + 1
 

b) lim
𝑛→+∞

√𝑛 + 1 = +∞  donc  lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 

 


