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Tache n°(9)
Démontrer une inégalité par récurrence
Enonceé des exercices

Exercice 1.

: 1a . e 1
On considere la suite (u,) est définie paruy = 1etu,, = 3 Untn— 2 pour toutn €

N.
a) Calculer u; , u, et us.
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 4, u,, = 0.
c) Démontrer que, pour tout entier natureln > 5,u,, = n — 3.
d) En déduire la limite de la suite (u,,).

>

Exercice 2.

La suite (u,,) est définie par:
4
u, +1
a) Démontrer, par récurrence, que 1 < u,,4 < u, pour toutn € N.
b) Que peut-on en déduire concernant la suite (u,) ?

Uup=4etvneN, u,,q =3-—

>

Exercice 3.

. o 9
La suite (u,,) est définie par uy = -3 et u,,41 = -, bour toutn € N.
—UYUn

a) Démontrer, par récurrence, que —3 < u, < U, ;¢ < 3 pour toutn € N.
b) Que peut-on en déduire concernant la suite (u,) ?

|

Exercice 4.

La suite (u,,) est définie par:
Uug=1etvneN, u,,; =u, +2n+3
a) Démontrer que la suite est monotone.
b) Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, u,, > n?.
c) En déduire la limite de la suite (u,,).
d) Conjecturez une expression explicite de u,, en fonction de n puis démontrez votre
conjecture.

*



Tache n°(9)
Démontrer une inégalité par récurrence
Correction des exercices

Correction de l'exercice 1.

On considere la suite (u,) est définie paruy = 1etu,; = % U, + n — 2 pour toutn €
N.

a) Calculer u; , u, et us.

b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 4, u,, > 0.

c) Démontrer que, pour tout entier natureln > 5,u,, = n — 3.

d) En déduire la limite de la suite (u,,).

B3

Pourn = 0, u1=§u0+0—2:%_2:_§
1 1 5 14
a) | Pourn = 1, u2=§u1+1—2=§ x(—g)—1=—?
1 1 14 14
Pourn = 2, u3=§u2+2—2=§ x(—?)z—ﬁ

Pour n un entier fixé arbitrairement n > 4, notons P (n) la proposition
U, =0
Initialisation : pour n = 4
1 1 14 67
u4=§u3+3—2=§ X(_ﬁ)-i_l:aZO
donc P(4) est donc vraie.

Hérédité : Je suppose que P (n) est vraie pour un entier naturel n fixé
arbitrairement n > 4

Exercice 1.

Je suppose donc que u,, = 0
b)

1

§un20etn24

1
=>§un+n20+n24

:gun+n—222

= Upn+1 = 0
donc P(n + 1) est donc vraie.

J’en déduis que P(n) est vraie pour tout entier naturel n
doncvn eNn>4, u,=>0




Méthode n°1 par récurrence :
Pour n un entier fixé arbitrairement n = 5, notons P (n) la proposition
U, =n-—3
Initialisation : pour n = 5
—1 + 4 2—1X67+2—553>2>5 3
Us =gt 3781 “T 24377

donc P (5) est donc vraie.
Hérédité : Je suppose que P(n) est vraie pour un entier naturel n fixé
arbitrairementn > 5
Je suppose donc queu,, > n— 3
1 1

3 Un > 3 (n—3)

1 1 3
=>§un+n—2 Zgn—§+n—2

4
=>un+1Z§n—3

i 3—-(n+1 3)—4 3 2—1 1
or on-— —-(n+1- =3zn- —n+ =3zn-

— ce que je veux
ce quej'ai

puisque n =5
1

1>1 5 1>2>0
[— —_ _X J— J—
3" 3 3

4
donc un+12§n—32n+1—3

donc P(n + 1) est donc vraie.

J’en déduis que P(n) est vraie pour tout entier naturel n
doncvneN,n>5, u,=>n-3

Méthode n°2 :
JesaisqueVn e Nn=>4, u,=>0

1
doncun+1:§un+n—22n—2

Soitp € N,p = 5,en posantn =p — 1 alorsn > 4,
Onsaitque up4yq =2n—2 doncu, =p—1-2
Donc, pour toutp €N, p =5,u, =p — 3

d)

Puisque lim n — 3 = +o0, alors par comparaison, lim u, = +o0
n—-+oo n—+oo

>



Correction de l'exercice 2.

La suite (u,,) est définie par:
4
u, +1
a) Démontrer, par récurrence, que 1 < u,,,; < u, pour toutn € N.
b) Que peut-on en déduire concernant la suite (u,,) ?

Uup=4etvneN, u, ;.4 =3-—

B3

Pour n un entier fixé arbitrairement, notons P(n) la proposition
1< Un+1 < Uy
Initialisation : pourn = 0
uo - 4‘
4
= 3 —_——_—=
Ug+1 4+1

donc 1 < uy < uy etdonc P(0) est donc vraie.

u1=3—

2,2

arbitrairement
Je supposedoncque 1 <u,,; <u,
1< Up+1 < Uy

= 2<uUup+1<5u,+1

. 1 1 1
S g =_-> >
g a 2 Uy t+1 u,+1
(5]
ot
;>'<’ car la fonction x ~ o est décroissante sur ]0; +oo[
4 4
= 22> =
Uper+1 u, +1
—4 —4
= -2 <

< <
Upp1+1  u, +1
car j'ai multiplié par —1
4 4
=1<3—-———F<3~-
Upeq +1 u, +1

= 1 < Upyz < Upyq

donc P(n + 1) est donc vraie.
J’en déduis que P(n) est vraie pour tout entier naturel n

doncvneN, 1<u,;; <u,

Hérédité : Je suppose que P (n) est vraie pour un entier naturel n fixé

b) La suite (u,,) est donc décroissante et minorée par 1.
J’en déduis qu’elle est convergente.

>



Correction de l'exercice 3.

La suite (u,) est définie par uy = —3 etu,.; =

pour toutn € N.

6—Up,

a) Démontrer, par récurrence, que —3 < u, < U,,; < 3 pour toutn € N.
b) Que peut-on en déduire concernant la suite (u,) ?

B3

Exercice 3.

Pour n un entier fixé arbitrairement, notons P(n) la proposition
35U, S Uy <3
Initialisation : pour n = 0
Uy = —3
9 9
T 6—u, 6-(-3)

donc —3<uy;<uy <3

Uuq

1

donc P(0) est donc vraie.

Hérédité : Je suppose que P (n) est vraie pour un entier naturel n fixé
arbitrairement

Je supposedoncque -3 < u,, <u,;1 <3

—3< U, S U1 <3
= 3= Uy, = Uy = —3
= 9>26—-U, =26—Uy1 =3
1 1 1 1
= - < < <z
9  6—-—u, 6—UuUy;; 3

car la fonction x — — est décroissante sur ]0; +oo[
X

1< i < i <3
=
66— uU; 6= Upyg

= _3 S un+1 S un+2 S 3
donc P(n + 1) est donc vraie.
J’en déduis que P(n) est vraie pour tout entier naturel n

doncvneN, —-3<u,<u,;; <3

b)

La suite (u,,) est donc croissante et majorée par 3.

J’en déduis qu’elle est convergente.

>



Correction de l'exercice 4.

La suite (u,,) est définie par:

up=1letvneN, u,,q =u,+2n+3

a) Démontrer que la suite est monotone.

b) Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, u,, > n2.
c) En déduire la limite de la suite (u,,).

d) Conjecturez une expression explicite de u,, en fonction de n puis démontrez votre

*

conjecture.
SoitneN,u,,1 —u, =u, +2n+3-u, =2n+3
) orn=>0donc2n+3=>0
a
dou u,;1—u, =0
La suite (u,,) est donc croissante.
Pour n un entier fixé arbitrairement, notons P (n) la proposition
U, > n?
Initialisation : pourn = 0
uO = 1
donc u, > 02
donc P(0) est donc vraie.
Hérédité : Je suppose que P (n) est vraie pour un entier naturel n fixé
arbitrairement
b) Je suppose donc que u,, > n?
<
S u, > n?
1= Su,+2n+3>n>+2n+3
X 2
= = Upyr >N+ 2n+3
orn?+2n+3—-— m+1)? =n?+2n+3-n*+2n+1)=2>0
ce qde j'ai ce queje veux
= Uy >n?+2n+3>(n+1)32
donc P(n + 1) est donc vraie.
J’en déduis que P(n) est vraie pour tout entier naturel n
doncvn €N, u, > n?
) lim n? = +o0 donc lim u, = +
n—-+oo n—-+oo
def u(n): Le programme affiche :
if n==0: 011
d) a=1 1] 4
else: 219




a=u(n-1)+2* (n-1)+3
return a

3|
4 |
5 |

for n in range(1l1l): 6 | 49
print(n,'|"',u(n)) 7
8 |
9 |

Je conjecture alors que, Vn € N, u,, = (n + 1)?
Démontrons le par récurrence
Initialisation : pour n = 0
0O+12=1=u,
donc P(0) est donc vraie.

Hérédité : Je suppose que P(n) est vraie pour un entier naturel n fixé
arbitrairement

Je suppose donc que u,, = (n + 1)2
Upp1 = Uy, +2n+ 3
S Uy =M+1)2+2n+3
S u,=n’+2n+1+2n+3
= Uy =n° +4n+ 4
= Upyq = (0 +2)?
donc P(n + 1) est donc vraie.

J’en déduis que P(n) est vraie pour tout entier naturel n
doncvn €N, u,=(n+1)>2

>



