LUYCEE = Chap 1. Les sui_tes numériques
1| Terminale S

Albert EINSTEIN

Giuseppe Peano (1858 - 1932)

Mathématicien et philosophe italien, il est I'un
des premiers a avoir compris l'importance de
fonder les mathématiques sur quelques
axiomes precis, et d'en déduire ensuite
théoremes... Il vit aussi l'importance des
symboles issus de la logique et de la théorie
des ensembles pour donner une exposition

formelle, claire et unifiée des mathématiques.
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I. Limite d’'une suite

Nous étudions le comportement de la suite lorsque n tend vers
+00.
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Définition 324 .
On dit que la suite (1, ) ey @ pour limite +oo0 2%}

24+ ¢

quand n tend vers +oo lorsque tout
intervalle de la forme |A4; +oo[ avec A € R .

16—+

contient toutes les valeurs u,, a partir d'un

12+ L
certain rang. o] .
On note lim u,, = +00 o
n—-+o0 .

10l 1 2 3 4 5 6 ¢ 8 9 10

lorsque VAER, INEN, Yvne€N n>N > u, € |4; +oo|
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241 o
Définition 201 .

16+

On dit que la suite (u,,),,en @ pour limite —oo i
quand n tend vers +oo lorsque tout intervalle ol

de la forme |—o0; A| avec A € R contient toutes 4 .
les valeurs u,, a partir d'un certain rang. AT R R T W A )
- 4+
On note lim u,, = —© .
n—+oo -8t

-12+

-16+

lorsque VAeR, AINeN, vneN n=>=N
= U, € |—o0; A

- 20+ °
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8__ e ©o
Définition 4 ’ * o °° .
On d]t que ]a Suite 10 i Z 5 éll 5 é 7 é 9 1’0 1’1 1’3 1’5 1’4 1’5 1Ib 1’7 1I8 1’9 z’o z=1 z’z z’s z=4 z=5
.44 o

(U, ) ey a pour limite le

nombre réel L quand n tend vers +oo lorsque tout intervalle
ouvert contenant L contient toutes les valeurs u,, a partir d'un
certain rang.

On note lim u,, = L
n—>+00

lorsque Ve >0, ANEN, YvneN n>N=|u, —L| <¢
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Exemples.
: 1 lim —n3 = lim n4¢ = ---
lim — = --- n—+oo Nn—+oo
n-+on
lim3n—1="-- 3
n—-+oo lim — = -
n-+on
Iim —2n+5="--
A lm3——=---
. n—+oo 2\/5
im —+1="-
n——+oco N hm 4\/'—_5:.“
Nn—+oo
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Définition

On dit qu’une suite diverge lorsqu’elle n'a pas de limite ou
qu’elle a une limite infinie.

On dit qu'une suite converge lorsqu’elle a une limite finie.

Exemple.
La suite (—1)™ est-elle convergente ?
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I1. Opérations et limites

Soit (U,,),en €t (V) ey deux suites, L, L" € R

Somme de suites.

St lim uy, L L L | 400 | 400 | —00
n—+oo
et lim v, L' +00 | —00 | 400 | —00 | —00
n—+oo
alors lim |u, + v, ]
n-+oo
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I1. Opérations et limites

Soit (U,),en €t (V) ey deux suites, L, L" € R

Somme de suites.

St lim u, L L L | +o | +o0 | —©

n—+oo
et nl_igloo Up L' +00 | —0 | 400 | —00 | —00
alors lm [un +v,] | 14+1" 400 | —c0 | 400 | FI | —oo
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Exemples :

Dans les cas de FI (Forme Indéterminee) il faut étudier au cas

par cas:
1. u,=netv, =—n, lim [u, +v,] =
n—+oo
2. U, =netv, = —2n, lim (u, +v,| =
n n n n
n—+oo
3. u, =2netv, = —n, lim [u, +v,|=---
n n LY"N n.
n—+oo
4. u,=n+5etv, =—n, lim|u, +v,|=
n n LY" N n.
n—+oo
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Produit de suites.

Si lim u, L | L%0 0 oo ou
n—>—+oo — 00
et lim v, % +00 ou +00 ou +00 ou

n—+oo —00 — 00 —00

alors lim |u, X v,]
n—-+oo
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Produit de suites.

Si lim u, L L £ 0 0 +00 ou
et lim v, I +oou | +ooou 400 ou
n—+oo o0 oo oo
+00 ou +00 ou
alors lim [u, xv,] |Lx1/| selon o —oo selon
e laregle laregle des
des signes signes

gaelle.buffet@ac-montpellier.fr http://gaellebuffet.free.fr/ Page 12 sur 29




LUYCEE = Chap 1. Les sui_tes numériques
1 ] Terminale S

Albert EINSTEIN
Exemples :

Dans les cas de FI (Forme Indéterminée) il faut étudier au cas
par cas:

1 .
1. u,=netv, =5 lim [u, X v,] = -
n n—->+4oo
— — 1 : —
n—>+oo
3 = nlety, =— lim [u, X v,] = -
n n—+oo
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Quotient de suites avec v,, # 0 pour toutn

D, +00 Oou +00 ou
Si lim w, | [ L+#0 L |0
n—+o —00 — 00
. +00 OU +00 ou
et lim v, "0 0tou0- 0 L
n—+o —00 —00
alors lim =
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Quotient de suites avec v,, # 0 pour toutn

- +00 ou| 00 0u
Si lim u, | [ L+#0 L |0
n—+0o — 00 — 00
: +00 ou +00 0ou
et lim v, |10 0% ou0"” 0 L
n—+0o — 00 — 00
+00 ou +00 ou
alors lim “2| L = s\elon 0 FI % s\elon
n-+tooln I laregle laregle
des signes des signes
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Exemples.

lim 3n?+2n—1=---

n—+oo

lim =
n-o+oons + 2

lim n3_n+3=ooo
’n—>+OO

o n+2
lim = e
n-+on + 5
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III. Comparaison de suites

Propriété : Soit (u,,),en et (V) ey deux suites
Si a partir d'un certain rang u,, < v,

et lim u, = +o
n—-+oo

alors lim v, = 400
n—+oo

Remarque : De la méme facon, si, a partir d'un certain rang

u, <v,et lim v, = —calors lim u,, = —oo.
n—+oo n—>+oo

Démonstration (ROC)
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Propriéteé

Si une suite est croissante et admet pour limite le nombre réel [,
alors tous les termes de la suite sont inférieurs ou égaux a [.

Démonstration (ROC)
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Théoreme des gendarmes

Soit () neny (Vn)nen €t (W, ) ey trois suites
Si apartird'un certainrang v, < u,, < w,

et lim v, = lim w, =
n—+oo n—+oo

alors lim u, =1

n-+oo
Exemple:
Soit (u,,),ey la suite définie par u,, = Slzn pour toutn € N~

La suite (u,,),cy est-elle convergente ?

gaelle.buffet@ac-montpellier.fr http://gaellebuffet.free.fr/ Page 19 sur 29




Chap 1. Les suites numériques
Terminale S

Albert EINSTEIN

1

+

Sinn
+
n
+ +

::T::-::T::-'!‘TT*:--!-—T—"'—+H-%—1'—T—+-- ++ 4

o0 1 2345%7 89 1£)14_11I2131415i'61|71l819202122 526 27 28 20 3 31 32 33 34
+ +

gaelle.buffet@ac-montpellier.fr http://gaellebuffet.free.fr/ Page 20 sur 29




LUYCEE = Chap 1. Les suites numériques

™ | Terminale S

Albert EINSTEIN

Jean Dieudonné (1906 - 1992)

« Majorer et minorer sont des activités

essentielles aux mathématiques »

Mathématicien francais, il intégre I'Ecole normale
superieure a l'age de 18 ans. Il est recu cacique a
I'agrégation en 1927. Ses travaux concernent
d'importants domaines de la topologie et de
'algebre : espace paracompact et partition de
I'unité, théorie des distributions, théorie de Galois
des anneaux artiniens, théorie des groupes

classiques sur un corps quelconque, Groupes de
Lie.
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IV. Raisonnement par récurrence

Axiome de récurrence

Soit P(n) une propriété qui dépend de I'’entier naturel n
Si la propriété P (n) vérifie les deux conditions suivantes :
e Initialisation : P(0) est vraie
e Hérédité : P(n) vraie implique P(n + 1) vraie pour toutn €
N
alors la propriété P(n) est vraie pour toutn € N.

Exemple.
Démontrer que pour tout entier naturel n > 3, 2" > 2n.
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V. Limite de la suite (q™)

Lemme : inégalité de Bernoulli

Soit a un nombre réel strictement positif
pour tout entier natureln, (1 +a)" > 1 + na.

Démonstration (ROC)
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Propriété : limite de la suite (q™),,cy

Soit g € R,
Sig>1 alors lim g" = 4o
n—+oo
e Sig = 1 alors la suite est constante égale a 1 donc lirp q" =
n—-1+00
1
eSi—1<g<1lalors lim q" =0
n-+oo

e Sig < —1 alors la suite (¢g"),,cy n’a pas de limite

Démonstration du 1¢r cas g > 1 (ROC) :
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Rappel

e Une suite (u,,) ey €St géométrique de raison g lorsque :

U,.1 = q X u, pour toutn € N (formule de réecurrence)

Xq ~ Xq  Xq Xq  Xq
UgP UL P U P U3 e P U, P Upyq

alors :
U, = Uy X q" = u; X q" ! pour toutn € N (formule
explicite)
e Siqg # 1alors pourtoutn € N

n

Zui :u0+u1+...+un =u0><
i=0

n+1

1—¢q
1—¢q
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VI. Suites majoreées, minorées, borneées.

Définition
0La suite (u,) ey €St majorée lorsqu’il existe un réel M tel que
pour toutn € N, u, < M. M estalors un majorant.

0 La suite (u, ),y €St minorée lorsqu’il existe un réel m tel que
pour toutn € N, m < u,,. m est alors un minorant.

Une suite (u,,),cn €St bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et
minoreée.

gaelle.buffet@ac-montpellier.fr http://gaellebuffet.free.fr/ Page 26 sur 29




Chap 1. Les suites numériques
Terminale S

LYCEE o

Albert EINSTEIN

Exemples
Les suites suivantes sont-elles majorées et/ou minoreées ?

3 x
U, =2 — — pour toutn € N

v, = (—2)" pour toutn € N
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Lemme

Si la suite (U, ),y €St croissante et non majorée

alors lim u,, = 4o
n—-+oo

Démonstration (ROC) :
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Théoreme de convergence (admis)
Si une suite est croissante et majorée alors elle converge.
Si une suite est décroissante et minorée alors elle converge.

Exemple : une suite arithmético-géomeétrique

La suite (u,,),en est définie par u, = 1 et pour tout nombre
entier naturel n, u,,,; = 3 + 0,5u,,.

Représenter graphiquement cette suite, puis démontrer qu’elle
converge. En utilisant la suite auxiliaire v,, = u,, — 6, déterminer
une expression de u, en fonction de n.
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